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提要 本文以 变分原理为基础导 出了两种求解结构动力响应的递推公

式 用时间对偶 有 限 元 在时 间域上离散
,

并由卷积的特性导出一种递推公

式 , 在每一 时间步上离散
,

采用 积分参数得到无 条件稳定的递推公式
。

引 霄

目前
,

人们计算弹梅体的动为响应问题
, 、

一般都是从瞬时最小势能原理着手
,

得到线性

常微分方程组
,

再导出直接积分
、

振型迭加等各种数值方法
。

也有采用 原理
,

对

时间进行离散
,

用时间有限元法来处理的
。

但 原理考虑的是时间土的边值问题而

不是考虑初始值问题 〔 〕。

即用边值条件

在
一

时 “ 。 , 在 一 时 “

而不用初始条件

在 时 。 ,
“

“ 宜。

” 一 最小转换能量原理以及 变分原理
,

即含边值乐件
,

又含初值

条件
, ” ’。 一 最 小 转换 能 量原 理 是 将 体 系 的选动微分方程对时间进行

“ 变换
,

得到相当的象函数平衡方程
,

即转换后的平衡方程
。

由此平衡方程导出的能

量原理就叫最刁诱换能量原理
。

由于采用了 二 变换
,

泛 函中就包含了系统的初值条件
。

年
, 〔”对此原理提出了他的求解方法

,

首先
,

求解含初始条

件韵线性代数 方 程
,

然 后 用 数 值 法进行 工 拟 逆变抓 了年 以
,

即
〔‘ ’对此提 出 新 的 求 逆变换技术

。

年
, 么 ,

〔’〕总结出 种 逆变换法用于该原 理
。

显然
,

用 一 最小转

换能量原理的主要问题是如何计算 逆变换
。

用 变分原理可不计算逆变换
,

这是由于它是将最小转换能量原理经 拉氏逆变换

恢复到原函数
,

由原函数所构成的泛函得到的变分原理
。

二
、

肉时间对偏有限元导出进推公式
。

公式推导

盯 变分原理指出 在各种可能运动状态中
,

精确解使泛函 取驻立值
。

即

一 一
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乙 二
一

其中
, 。 〔

州份争等
山 生
, 、 一 , 灭 丁 一 , 厂 。 ‘ 一一一只二户一

口落 乙 才

一 一 · 一

、 ,内
·

卜 叮 , 妙 。一 , ,·吻 ““

,
一 ‘ ’

一
一

。 “
· , , 护 ,

一

式中算子 “ ” 代表两个时间函数的卷积
,

〔左〕为弹性矩阵
,

为密度
, “ 为阻尼系数

。

由 变分原理可导出运动方程
,

初始条件和边界条件
,

这里
,

初始条件为自然边

界条件
。

显然
,

由于经过 ““ 逆变换
,

原最小转换能量原理中的乘积 关系变成了卷积
,

这在某些方面增加了问题的复杂性
。

对泛函的处理

从
·

幻 中看出
,

不仅是 “ 的函数
,

而且是时间的 函数
,

我们可将 才视为一参

数
,

当对 取变分时 保持不变就导出瞬时运动方程
。

由于 “ 是以卷积的形式出现在泛函

中
,

因此 又与 。 到 了区域内的 。 和 宜 有关
,

由此可以说
,

认变分 原 理是具有时间

历程的变分原理
。

于是可将时间 ‘ 作为自变量 它的区 域 与参数 有关
,

将 。 在空间

和时间 下 张成的广义空间中离散成有限个单元作近似插值
,

注意到泛函中只含 “ 及其一阶
导数 , 因此它属于 。。 连续问题

。

为便 于 书写
,

以下将低简记为
,

仄
。
简记为‘

。

“ ,

一 产 ·
, 弓 。

一一 ”一
‘ ,

一
‘ ’一

“
’一 , ’

“ 脚 『
’

一‘ , 少 ‘ ’

刀 几
’

一
‘ 甘

令
‘一

事
“ 一

专
。,

丁
, ,

‘·‘· ” 〔‘ 〕‘“一 ”“ ·“。

”一 ‘一矛
一

扔
。 ,

丁
,‘ 旦工噜辜丝业鉴业

一

“ ·““

卜咨
‘一喜专

。 ,

丁
,‘ ·

架黔
‘·“一 ”“‘“。

日产

菩
日

‘ 一

咨下
。 ,

丁
, ,

“ ‘· , , ‘·“一 , ,“ ·“。

一 一 丁
。 ,

‘“ 。 ,『‘·‘才, ,“。 专丁
。 一 ’‘·‘, , ’“。

”一

务
”“ 一

冬
。。 。 , , 。 ‘, ‘· , ’了‘·‘, 一 ” ’“’‘”

一

一

一

一

其中

于是

代表单元
,
毛

, 。 为边界单元
。

人 小一 中十 入一 一卜
从

。 、

中看出
,

在单元 。 的积分中由于有 一 这一卷积量 , 。 一 并

不是单元 内的应变
,

而是 一 时 的 应变
,

同样
,

单元划分与坐标变换

宕一

下
也是 ‘一 ‘ 时的速度

。

为便于计算
,

将单渝吩对称于兽
, ‘

即 以 汾一善平面为对称面
,

左右单元数相等
,

单元
自 山

形状以会平面为镜面作反映
,

下面是一维空间问题示意图
。

山

一 一
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于是
,

对于单元
,

其泛函即包含单元 的应变
,

又正好包含单元 百 的应变
,

同理
,

对

单元 诬 ,

其泛函也正好包含上述两个

单元的应变
。

另 外 注 意到当 从 才,

变到才 时
, 一 则从 一 , 变到 一 才 ,

因此
,

我们称单元 和 互为对偶单

元
,

或称 为基本元
,

为对偶元
。

将图 中单元的局部结点编号按

如下的对偶镜象规则排列 图 为例

作 结 点 单 元
, , 结 点单元完全类

似
。

同时
,

建立局部坐标与整体坐

标之间的转换关系

曰曰
··

,

」」 ‘

厂厂

图 对偶单元的划分

一

夺
一

召

图 局部坐标下的结点编码与坐标变换

对单元 和 舀都有 二 的平移变换 若

为曲边单元则进行等参变换
。

即有

七一 工 一

对单元 有 的平移变换
,

即有
一 一

对单元 百 有 的 平 移 和反射两种变

换
,

即有

万七 一 丫 一 〔

式中 。 。,

是与单元的空间度量有关的常数
, 。, 秃

按上图中所示的结点排列
,

一

对未知函数作单元插值
。

对单元 二 艺 ‘ 七, 刀 ‘ 〔 ,

万
‘ 〕乙口

对单元 矛 “‘ 艺 牛毛, ,

助 瓦 , 一 〔 亨 全 雪 士〕护

是与时间度量有关的常数
。

一

由于结点编号和局部坐标的对偶性
,

不难得诬
,

形函势
, 和 芝

七,
‘

万 上
,

它们的值及对局部坐标的导数值都是相等的
,

即

毛
,

育乞
,

可

在对偶点 七
,

和

誓
“

, ”,一

臀
鄂

, 。 一

鄂

友
,

万 一

七, 万 一

同时从坐标变换关系
,

当 对应着 月 时
, 了一 正好对应着 瓦 则有

劣 , 下 穿戈 , 一 ,

这时的自变量 二 , , 一 并不是直接替换 邑
, 月 , 万

,

而是通过逆变换代入
。

一

又因为 令
· , · 一

令斋一令
‘“

, ”,

臀 , 一 , 一

半器一令
“

由
,

得

一 一
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,

丸
子气

令
二 ,

,

票
。

,

全

又因为

一

, , , ‘ 、

叹二 竺 气勺 ’ 少
‘

一

, 、

二 万穿 万
一

育
一

丈 , 一一一
口

、满 , ‘ 一 勺 一 育荟
,

一 价可一一 一 一 一一万王厂一
, 叮 ,

邑
,

万

由 则有

川
‘

,

莎戈 , 一 下
一

以上各式确定了两对偶元间形函数及导数的关系
。

基于对偶元分别处理泛函 中各项
广义单刚的形成及玩集

“ , 、

田 飞 气 , 厂 一

百了 气不 少 劣 面 会〕‘
“‘

,一 〔“
‘ ”‘夕 ,

“。 , 」 、

了 尝 盆 士、
。二 、 尸 , , 、 、 , 。 、

土 不一 少
一 一一百万一 、‘

一
‘ 少 一石二二一一一万二一 百二一 甲百二 , 一 飞 ‘

一 七。 一 、‘ 一 飞 ‘

犷
, 汤 、 以汤 日‘ 翻曲

一

确 欲

由
一

有

所以

〔宜 〕二 〔万 一 二 〕

小一音
“· 。·

丁
, ,

〔, ‘· , 〕〔 〕〔“‘· , 〕 · ‘挤 ,

小。一

专乞·

丁
。·

丁
, · ‘,

·‘· , , 〔 〕〔, “一 , , , 。‘“
‘

,

一

音
艺‘ 。·

了
,· 〔‘

·“一 , 〕〔 ,〔““ , 〕 , 。‘乙
‘

,

一

含
“· 。· , ·

〔“
, , 〕『〔 〕〔“

·“ 一 , 〕 , 。‘乏‘ ,

小
口

小
· ‘ 一 “·

丁
。· , ·

〔‘ 〕了〔 〕〔, 〕 “ 己·

各 〔可〕
‘ 乞万

式中〔反〕称为广义单刚
,

它是对称的
。

令单元数
,

则

一

中一‘乏小一‘“ , 〔‘ 〕“ , 一

式中
,

组集刚度阵二立苏‘ 〕·

”为 。、 ·、普区域内的结点变量
,

“ ,为对偶域变量
。

还应注意到整体结点必须按对偶编

号才能组集
。

广义单元质量阵的形成及组集

、
一含丁

。, , ·

奈
· , 斋

“一 , , · 。

一
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一音丁
。 ,

丁
, , 、· ·

黔乎票乎了
·

〔誉 誉华癸 ‘“”“ ’“。

一含丁
。·

万
, · 、“

· 『〔。 · 〕 〔 ·“ 一 〕 · “‘色‘ ,

仿照与刚度阵相同的方法可证得 护 中
口

又由
,

有〔 〕 一 〔 一 〕,

则

一

于是

,
‘

, , 一‘乙·

,了了
。·

了
, · 〔, 〕 〔。〕 , “ ‘, 一 〔两 〕犷

、一

艺、一 “ 了〔、 〕 , 一

式中 〔甭 〕称为广义质量阵
,

它是对称
、

稀疏的
。

初值条件的影响

在泛函 中 参数 为一常数
。

,

一

下
。 ‘ “。 『

含
· 。 。

‘““ , , 。未包含时间卷积
,

一‘““ , 。 · , 〕『‘‘““, 含
。‘“‘,

犷‘ 犷 ,

,

这里 万 代表 边界上的单元
,

于是 一

艺
, ‘ 一 ‘, 犷 ,

式中 万, 为 , 才边界上的结点变量
。

广义体力的影响

一

而 公 和 此 代表 毛 对偶元上的初始值 。

一

卜一丁
。·

丁
, · ‘乙” 〔 , , , , 〕‘ ‘, , ,

‘ ,‘“

一‘乙, , 丁
。·

下
, · 〔 〕 ‘· ,

· 下

二 肠 叹
口 一

, 一 ‘“
·

丁
二 ·

丁
,· 〔 , 〕‘ “ 一 , ,‘ , ‘ “

二 各口
声

一

所以
。一

琴
日一舒 一

边界力的影响

将 中的 劝换为歹 劝
, ‘

换为
口 ,

换为 。 ,

艺
一

创要
靓为其边界上的结点

。

一

心

其中 为应力边界 单 元
,

阻尼的影响

因阻尼的公式推导较繁
,

仅写出结果如下

一 玲 一
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式中

所以

‘一晋” 〔 〕『一 〔
,

,

〔‘〕
‘ 一

了
。·

丁
,· 〔。‘· 〕试 ‘· 。 · 。

‘一

合
“ 『 〔‘。一〔万力 ,

一

合万 〔‘〕一 〔‘ , ,‘“ ,

由上面可知
,

每一表达式中
,

对偶区域的形函数及导数值都由基本区域的形函数及导数值所

替换
,

因此
,

用一般的方法就能得到各系数阵
。

系统运动代数方程组的推导
、 ’

变分原理指出
,

真实解使泛函 取驻立值
,

即

各
二 ,

万
二 一

它是将 区 域 分为以 , 二喜为界面的两个对偶子结构加以处理的
。

于是得
石

〔交〕一 〔两 〕 鲁〔 〕一令〔 〕 万 一 萝 万。

‘ 石

〔 〕一 〔”〕 音〔‘〕一

晋〔‘〕‘“ ,一 厂 , , , ‘ 。 ,
·

,

这两个方程组并不是相互独立的
,

两组方程中的刚度和质量矩阵是完全相同且是对称稀

疏的
,

而阻尼阵是反对称的
。

因此 , 在整体结点编号时
,

如果将对偶区域内的结点顺着前面

的结点编号继续进行
,

则形成最后的整体编号
,

通过子结构的结点编号和整体结构编号的对

应关系将两个子结构重新组集
,

就得到系统方程

〔叉〕一 〔而 〕 〔万〕 各 牛 二

式中以 朴 表示系统的整体矩阵和广义外力矢量
。

引人边界条件和初始条件导出递推公式
, 、 ,, ,

。
、

一“
、

“
, , , 、 , 。 、

, 、 , 。 、

一
, 。 、 ,

由卷积的特点
,

二次泛函的形式并不象普通泛函那样为亡伟 叹
·

〕句
,

而是 吮
·

〕
‘ 犷 、 ”砂 ’, ⋯’

一
、 卜 产“ 产划

’
‘

’ 刁、 目 一 付 一 , 丁 “ 一 、 , ‘ 一

”
’ ‘ 一

,

衍 的形式
。

因此
,

引入边界值和初始值就会导出完全不同的结果
。

由 式可知
,

在 衍代
·

〕万 中若 势 中有一巳知值
,

对侈 变分时则必然应在

中划去一行
,

而在对 万 求变 分 时
,

必然应在
·

中划去一列
,

对应着

则应划去基本列和对偶行
。

同理
,

若 万 中有一 已知值
,

则在
·

中应划去基本行和对

偶列
。

由于已知边界位移不会随时间发生性质改变
,

即已知位移边不会随时间的改变而变为应

一
、,产,内了‘

、

、、

,

以

声。

。

人几

。

卫
、几卜

力边
, 因此

, 边界条件对于时间也是对

偶的
。

这样就可采用一般的有限元法

中划去
,

同行同列以及对偶行对偶列来

引入边界条件
。

然而对初始条件的引

入就不同了
,

因为 ” 。时 ,

有已知值
,

而在 , 二 时
,

即 在 对偶点上并不是

巳知值 ,

所以 , 必须按划去基本列和

一 拐 一
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对偶行的办法进行
。

下面以线性插值为例说明逮推公式的推导
。

设系统在每个时空单元的端部 平面上有 川 个空间结点
,

边界条件引入后
,

则
,

中的系数阵为公式
·

的形
。

式引入初值条件
,

根据前面所述的法则
,

系数阵中应划去 才。

对应的 列以及 对应的 。 行
,

于是 我 们得到一个拟下三角阵
,

由前 。 行就能求得 时

刻的系统位移值
。

由第二个 行就能求得 时刻的位移
,

这就形成了递推公式
。

设 。
为系统的初位移

, ‘ 为 ‘ 时刻的位移
,

则第一步
,

有

〔凡 〕。 一 〔 。 〕。 。 犷 ,

第 步
,

有

〔易 〕。‘ 二 一〔凡
一 〕

对于线性插值
,

由 中公式可计算出

二二二 “ ,
,

,十‘ ,

〔, 。

卜午
〔 卜去〔、

〔、〕一

令
〔 〕 去〔 〕十李

· 〕

〔 〕一

夸
〔 〕 击 〔 〕一合〔·〕

‘

一

〔 〕一含
△‘〔 〕一

去〔 〕

其中 △ 为每个单元在时间坐标上的长度
,

〔 〕
、

质最和阻尼矩阵
。

显然
, 〕是对称正定稀疏的

。

法得到其递推公式
。

。

特征值向盈

一

〔 〕和 〕分别是一般有限元 法中的刚度
、

对于二次以 上 的 插值
,

可以用类似的方

由 还可导出系统的特征值问题
。

当系统的初速度为零
,

位移为某一振型 , 则系统将以该振型对应的周期振动
。

因此
, 二

衡位置
,

即 好二 ,

于是
,

在 中
,

若略去阻尼
,

令

厂 , , , ,

则导出

且无外力 作用时
,

若初

时系统 必 然经过静力平一

, 产

,
、 , , 、 、 、 。 、

认 、 一 一币百 ‘上性 刀 飞口
,

这就是典型的广义 特 征 值问题
。

设 变分原理导出的特征值为 。丢
,

瞬时最小势

能原理导出的特征值为 。 一 一

翼票、
’,

则
、 才

。
。 一

自一土一兀

一一

若采用二次插值
,

则有

。丢
丫
甲厄 典

。 , 一 。。

兀 ‘

一 名 一
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由此说明 变分原理也能导出特征值问题
。

。

稳定性讨论

由于导出的是一个递推公式
, 因而必须讨论其稳定性

,

现考虑单 自由度问题
。

设 父 邑。 , , 劣 , 分。

△才, 。 一 七△矛。 一

△ 七△ 。
幼 一 一

一

△才 毛△ 。
份 一

二 。 , 二 , , 召了 , 、、二匕 。 二 。 二 , 。 , ‘ 。 、 , 、 , 二 山
口 车己 产仁夹王 卜匕 卜 双 」 , 二习 “ ‘

,

魂之 一丁 一 上 目 日匕 石刁下 卜比 门二己 不匕 , 创八 , 口 七 刁丈一
川 门心 声乙 目 甘 八 不习夕、丁田 住孔 , 士 口 〕

兀

的递推公式也有类似的讨论
。

三
、

由 积分参数导出无条件祖定的通推公式

用上述有限元插值导出的递推公式
,

完全类似于在每 一时间间隔 △ 上取泛函的极值 ,

但它得出的公式是条件稳定的
。

若不用有限元插值
,

采用其它方法在每个时间区间上直接取

驻立值
,

可导出无条件稳定的递推公式
。

将 盯 变分原理按另一种形式写出
,

即先在空间上采用有限元离散
,

而在时间上暂

时不离散
,

略去阻尼
,

且令外载荷为零
,

则泛函表示为

一鲁
“ 〔二 〕 。

令 、 〔、 〕 一 。 〔、 〕泣。

“
单自由度时

人
一

合
。 · ·

晋‘ ‘

一
“ ,

在 。到 △ 区间将 “ 按任何一种形式插值
,

而积分 即卷积分 取为零到 △ ,

于是

具有下列形式
。 么 , 、 , 八 、 , 、 , 三

、 , , 。 ‘ 、 , ,

下 ‘ “ 又 “ 又口 。不一 口 十 下二 、 耳 气 , 环 灭廿。了一 口 一 蕊 。封 凸 少 匕 少
‘ 口 ‘ 甘

若在下一次计算时
,

取 △ 时的值为作初值条件
,

再往下计算
,

并通过选择适当的 值就能

达到无条件稳定的递推公式
。

由于 的出现
,

产生 出 某 种 算法阻尼
,

滤掉了系统的高频振

动
。

若取
,

则递推公式类似于 式的形式
。

下面以线性插值为例加以说明
。

取 “ 一 “ ,

会
‘“ , 二厂

“ , ,

代入 取变分
,

这时的积分限为 到 十 △ ,

经过整理最后导出

一

△泣
‘‘

云, ‘

△ “ 。“

助 八才 △ 么。么

△才。

“ 。

△ 一 △ 一

一 人

当 ”
号

一 ,
·

时
,

就能满足稳定 性 要 求
。

因此取 就可得到无条件稳定的递推

公式
。

对于二次插值的两种形式
,

我们 也 求 出其相应的 参数
,

分别为 一 和 一

一 一
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其它的高阶形式也可求出对应的 参数
。

一旦选定了参数
,

由
·

再加上阻尼项和外载项就能导出类似于 , ,

伪哺 的动力响应递推公式
。

具体的公式形式
,

由于篇幅有限
,

不能一一列出
。

由上面的讨论可知
,

采用 积分参数的选择
,

能够由 变分原 理导出无条件稳定

的递推公式
。

因此
,

它具有一定的实用价值‘

四
、

结 束 语

由 变分原理的数值离散
,

经过对偶有限元的处理
,

可以导出 动力问题的递推公

式
。

由卷积性质可知
,

由此导出的也只能是递推公式
。

这是 变分原 理数值离散的最

大特点
。

但如果不采用其它方法
,

由它导出的递推公式必然是条件稳定的
。

这正如直接积分

导出的递推公式一样
。

当采用适当的方法处理后
,

就可得到无条件稳定的格式
,

正如上一节

所阐明的那样
。

当然用 参数并不是唯一的处 理 方 法
,

显然
,

改进的方法可以是各种各样

的
。

总之
,

变分原理是解决结构动力响应问题的变分法
。

采 用 各种数值离散处理方

法可导出各种递推公式
。
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一 一 甲

。

, ,,

, ,

一 一

”

了 一 。

李
乙

以 以

。

。

,

。
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。
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