
受迫自激振子的周期
、

拟周期和混沌运动

凌 复 华

上海交通大学工程力学系

提姿 本文对 振子和滞后振 子的定常运动进行了数值研 究
,

说

明了受迫 自激振子的周期
,

拟周期和混沌运动的一 些特征
。

一
、

研究内容和方法

对于受迫自激振子的传统研究课题是 “ 同步 ” ,

或称为 锁相
,

即自激振子在不太大

的外加周期作用力下按外力的频率而振动的现象
。

这种现象在姆械系统和 电系统中都十分重

要
,

有着广泛的应用
。

此外
,

尚有较复杂的 锁相
,

这时系统振动频率与外加频率之比为

有理数
,

参见 〕及其中所引的文献
。

近年来
,

非线性动力学系统中混沌性态的发展这一问题引起了广泛的兴趣
,

文献十分浩

繁
,

但关于自激振子中锁相与混沌性态之间的关系却尚少研究工作
。

除了对 方

程的早期研究 〔”’以外
,

新近只见到对一个电系统的研究
。

这两篇文献中都构造了一个非线

性代数映射来模化较复杂的微分方程
。

本文拟采用数值分析技巧 。映射
、

功 率谱

分析等 对一个电系统 方程 和 一个机械系统 有滞后特性的振子 的描述

方程直接进行研究
,

从而得到关于这类振动系统中可能具有的定常运动状态的比较直接的知

识
。

本文是在我们已做工作 州
〕基础上发展而写成的

。

非线性动力学系统的定常运动状态可以是周期性的
、

拟周期性的和混沌的
。

其中周期运

动是传统非线性振动理论研究的主要内容
,

拟周期运动实际上是非周期运动
,

例如由至少两

个频率互不通约的简谐运动迭加而成
,

在相图上表现为一根稠密轨道
,

也称为概周期运动或

各态历经运动
。

对它的研究也巳有很长的历史
,

近年来由于它与混沌运动之间的密切关系
,

更受到充分的注意
。

对于混沌运动尚无明确的定义
,

事实上
,

人们往往把除这前两种运动以

外的定常运动状态都称之为混沌运动
。

对运动状态作数值研究
,

目前实际上只限于单自由度系统
,

或即三维 自治系统
。

所用的

数学技巧最主要的是作 己断面和功率谱分析方法
。

各种运动状态的特征见表

由表
,

表面上似乎很容易区分这几种运动状态
,

事实上并非如此
,

原因在于
。

周期运动的周期可能很长
,

因此
, “ 点集很可能是由很多个点组成的

,

从

而难于与一无限点集区分开来
。

拟周期运动中包含的互不通约频率可能有很多个
,

于是功率谱由离散谱线构成但可

能相当密集
,

因而也难于与混沌运动的连续谱线相区分
。

作功率谱分析
,

实际上就是对一个样本过程作 展开
,

求出它的各阶谐波的频

一 一
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状一

⋯
一种 运 动 态 的 特 征

础究 周 期 运 动 拟 周 期 运 动 混 沌 运 动

时间 亡 断面

’为强迫力周期

功率谱

有 限 点

离 散 谱

闭曲线上稠

密的无限点

离散谱
‘

无限长曲线上

稠密的无限点

连续谱

率与振幅的关系
。

如果过程是周期性的
,

那么取一个周期内的过程为样本过程就可以代表全
过程

。

如果在一个随机过程中也 能 取 出 代表全过程数字特征的一个样本过程
,

那就称这个

随机过程为各态历经过程
。

这样看来
, 上面对拟周期和混沌运动的功率谱分析

,

其实蕴含着

认为它们是各态历经过程的假设
,

这当然并不符合实际情况
,

只 有 当样本过程取得足够长

时
,

产生的误差才足够小
。

把样本过程 的级数写为

竺
,

,
‘ 、

‘ “ , 一“ 石
“二

’ 『 ’

则可用离散 变换求得诸 复 系数为
押 一 ‘

“二 一

超
·

黔
一
二

盈

如上所述
,

样本过程延 续的时间越长
,

求得的诸系数 就越能反映全过程的数字特征
,

这时的分辨率也越高
,

即谱线之间的间隔越小
,

但频谱的总宽度 二 也越小
。

注意实际

可用的只是 二 ,

因为由 式容易看出
。 刃 一 。

’

但事实上高阶谐波项应趋于零
,

而应有

七 。

这样看来
,

点数 越多越好
,

时间 越长越好
。

但 的增加意味着计算时间的增加
,

的增加除要增加计算时间外
,

还要增加存储量
。

但这二者都受到计算机条件和计算费用的

限制
,

和 究竟取多大才合适
,

需视具体问题而定
。 一

一

二
、

振子及其受迫运动

这个熟知的方程最早是由真空三极管电路模化得到的
。

当存在一个外加激励力时 ,

它的

形式为

父一 林 一 分 ,
‘

早就用谐波平衡法对它的同步问题进行了研究
,

所得共振曲线 认 见图 几 用 打靶

型直接数值方法可以精确地求出共振曲线
,

所得到的结果 卜二 如图
’ ,

其精度是
‘ ,

可以看出
,

二图的形状基本一样
,

但在很多区域内
,

用直接数值方法未求出同步解
。

另外
,

当 较大时
,

也不存在稳定的同步解
。

在以上这些情况下
、

系统的定常运动状态究竟是什么

样的呢 这正是本文要探讨的问题
。

一 一
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二 。

二

尸
。

一

不稳定 稳定

定域分界

’‘

几狐熟夔誉
户井不厂一

·

。

“
·

, 气 、 一
不稳定

一‘ 二

图 受迫 方程共振曲线 谐波平
衡法 拼一

图 受迫 , 方程共振曲线 直接数值方侩
,

料二

取 尸 和 ,

用直接数值积分方法求出 一卜 参数平 面 中一些点处的定常运动情

况如表
。

衰 受迫 方程的定常运动

训 下 华导一一下 下一 ⋯竺
叫黑樱羊牢牛竺干竺导琴黔生件牡竺井翌共竺

兰 ⋯皿工 ⋯一⋯一 ⋯一 ⋯一 ⋯一一 ⋯一 ⋯一 ⋯一一
兰 ⋯州兰阵⋯一 ⋯一

⋯
一卜 ⋯一 ⋯一 ⋯一卜 ⋯一

兰全 ⋯工 ⋯兰 ⋯巴 ⋯皿 ⋯一见 ⋯一 ⋯一 ⋯一 ⋯一 ⋯一 ⋯一
竺土 ⋯土 ⋯一 ⋯一 ⋯一⋯二 ⋯土 ⋯一 ⋯一 ⋯一 ⋯一 ⋯一‘

·

。 次 次 拟 △ △ △ △ ’ ’ ‘ ‘

注 同一同步 次 —次谐波
,

拟 —拟周期 △ 一 见正文中说明

得出表 时对周期性的判别采取 了较低的精度 么 ,

因而当频率较低时也得出图

中没有的周期解
。

严格说来
,

这些是拟周期解
,

但周期的变化极小
,

在实际应用中
,

是难以

与周期解相区分的
。

当 较大和 卜 稍大时出现拟周期运动
,

其 。点集分布在一条

闭曲线上
,

典型地如图 所示 “ , , 件
。

当 林 更大时
,

定常运动呈现图 所示的 仑点集 二 , , 林 ,

这

个点集分布在一条闭曲线上
,

但各点之间存在相当大的间隙
,

当点数增加时
,

各点有外移的

趋势而不是填满这条曲线
。

曾怀妙这是因计算精度不高而造成的
,

但改善精度后仍出现相同

的图形
。

这类运动看来接近于拟周期的
,

但需进一步验证
。

同类的运动在表 中以 △标记‘

卜 继续增大
,

出现图 所 示 的 图 形 二 , 二 , ,

卜一 , 。点集密集在

靠近 轴处
,

但在这个区域之外仍有少量的点
。

这一情况 当 加大时更加明显
,

参见图

。, 。 , 林 。

同类的运动在表 中以 标记
。

这种运动较多地具有混沌运动

一 王 一
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的特征 , 色点集分布在有限区域内的非封闭曲线上
,

并呈现出某种结构 有点象眉

毛
,

但仍有少量的点在 “眉毛分 之外
。

限子涤件
,

我们计算的点还较少 。。 点
,

需计

算一个大得多的 ‘ 点集才能得出比较肯定的结论
。

图 受迫 方程拟周期解的
亡 点集 口

,

拌

图 受迫 振子定常运动 亡

点集
,

口 拌

鱼⋯
娜华乡

’

牛计
飞

︸︸

图 受迫 振子定常运动 石 直 德

点集 二 口 拼

图 受迫
一

振子定常运动 ‘

点集
,

口 , 拌

三
、

有滞后特性
一

自激振子的受迫振动

滞后特性在许多物理系统中出现 , 其中大部分是消耗能量的 如材料阻尼
,

磁 滞 回线

一
一

的 一
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等
。

这里述及的是补充能量机制
,

图 示出恢复力的滞后特性
,

注意回线的走向恰与耗毅

情况相反
。

当系统中还存在某种阻尼时
,

这类振子一般会达到一种 自激振动状态
,

其物理模

型为例如滑块穿由行程开关控制的磁场中的运动
。

相应的运动方程是

父 分 。

二 门 一 出镇

二 镇 一 门 一 二 分

,上上十一之‘

一一

上式已经过无鼻纲化而只有转变位置 “ 这一个参数
。

〔 〕中对 用摄动法进行了研

究
, 〔 〕中给出了极限环诸参数的精确

解为

自振周期 满足

、 ,

二
, 尸

一
月

从而自振频率 。 满足

一 里一 一 礴卫一
兀 。

最大速度 分。
为

、

图 滞后特性

二

神 品 二二二 一 尸

图 滞后振子的自激振动参数

—按 吸 式
,

一 按 式
,

一一按 式

一 一
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振幅 为

一
一

又可电止式导出 。 的近似公式

澎
北

侣

—
粼

图 中给出了
, 。 , 名。 , 二 与 的关系

。

较大

较小

图 示出了 时的极限环
。

〔 中对该振子受到外激励时

父 出 。 ,

出现的周期解进行了详细的数值研究
。

所得到的共振曲线的典型例 子 示 如 图 。。

可以看

出
, 激振力较小时

,

在 值的很大范围内不存在同步解
。

在这些区域中振子的可能定常运动

状态究竟如何
,

自然是一个饶有兴味的问题
。

而

甲咬

、一 ,

东二资

浦护户八﹀

乐‘沪‘盆。卜、户了讨,

‘ 一 口

自振频串匕⋯图 滞后振子的极限环 图 滞后振子的共振曲线 , 阮

。 了

方程 解可以分段解析表示
,

这使对这个振子的数值研究比较方便
,

主要的计算工

作量东于确定解的分段转折处的位置
。

强迫振动的相轨线是在三维相空间 幻 , 中描绘

的
,

这里 无
。

容易想到
,

相轨线会多次通过 二 二 和 一 这些转折处
。

引入无量纲时间 三 , 二 二 口 ,

设从
, ‘ , , 处出发的相轨线经过 一 ,

对
,

月 到达 , ‘十 , ‘ 。

又记 二 ’ ,

则容易求出

夕 , , 二 。。 兀 十 , 滋 北 一 , 一

,
,

, , 、

。八
, , 、

二
, 、 兀 , , 、

、二
一 仁行 日灭艺兀 ‘ 十 行乞‘吕 气乙兀 泣 一 一 砂 七盖 一石一 “ ‘一 ‘ 一 、 少

、 盏‘ 尹

鉴二 。 二 一 幼 二 一

, 、

。八
, 、 、 二 , 。 、

、
行 , 七 介之 一 十 行“ 翻 气乙 之 一 一 ‘ 七入 一了不一 ‘ 一“ 几一

、 舀‘ 砂

一 一
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其中出现的转折时刻 弓
, ‘ ,

由
,

式确定 注意 , 是已知的

‘之
“ ‘ ““ ‘ , 一 ‘二 ,卜今

‘“

厂
‘

兀之 一 城 北之 一 一

尸 。
, 。 、 ,

。门 二 , 。 、 , 、 , , 、

、
一 一 认 一 甘 。 , 、‘ “ 夕一 。 ‘ , 、‘ “ 宫 一 一 少 入 下下一 、‘ 一‘ 一

、 盏古 户

令
‘· 。壳一

十

卜 。。。·

一 卜令
·

,一
‘十 。· 二 · ,卜令

·‘ ·

, 二
产

。
, 。 , 、

。
, , 。 , 、 , 二 , 、 兀 , , 、

、
丫 一 少 一 “ 十 贬廿 , 火乙 ‘ 夕十 廿 、‘ 气乙“ 若 才 十 一 少 一 入 一于丁甲 火勺 一 了

‘ 盏‘

值得往意的是
,

一 式在变换

‘

一
, 一,

二一
, ‘

一
‘

下是不变的
,

这是 式的时间周期性的直接后果
。

因此可以在相空间 尺 ’
中观察这

个振子的运动
,

这里我们对 一 。
,

的情况分别观察了 断面和 尸 断面上的 。 。

点集
。

由对于 断面上 。点集的观察
,

可以在参数平面 一 中画出各种定常运动的

分布区域如图
。

其中中部的一个大的同步区域中
,

系统的运动是完全确定的
,

这个区域的

界线交横轴于 二 处
,

这正是 自激振动的频率
,

在非周期运动的区域中
,

情况相当复

杂
,

一是还存在许多个周期运动的 “小岛 ” ,

例如图 中 一“ 点在 “局期一 ” 小岛中
,

点在 “周期十一 ” 小岛中
。

只是由于我们的计算点数有限
,

未能把这类 “ 小岛 ,, 一一发现
。

图 中给出了一条周期运动的相轨线 夕二 , 幻 , 。 场小岛以外的区域自
然是拟周期解或混沌解

。

图 是一个典型的拟周期解 。点集及其功率猎 夕
‘ ,

二 , 一
。

参数平面上尚有许多点
,

其对应方程的 。 。点集明显地位于一封

闭曲线上
,

但功率谱上有较多的峰值
。

鉴于前面所述的理 由
,

对应的运动看来还是拟周期运

动
。

在另一些点上 , 主要是在图 的左部中段
仑点集分布在非封闭曲线上

,

如图
。 , , ‘

和图
, , ,

但尚未呈现明显

,

夸夸、
、、、、 之之之

了了杯杯杯杯杯杯杯杯杯杯
,,目夕夕夕

朋朋 ,, 月

图 滞后振子定常运动分布
川一周期一

,

同步
,

尸

一周期三
,

尸 一 习调期
图 滞后振子周期运动相轨线

二
,

打二 。
,

一 了 一
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的结构
,

看来需计算更多的点才能确定对应的是否混沌运动
。

图 滞后振子拟周期运动 二
, ,

二

, 断面 己点集 功率谱

价
尹

砂

一 ‘口

一 几

图 潜后振子非周期运动 尸
, ,

二

’断面 亡 点集 功率谱

,

呼甲
︸

一
︸

, , 卜

口归

图 滞后振子非周期运动
,

口
,

二

, 断面 亡点集 功率谱

对 导断面 柱面 上 仑点集的观察使我们能得到关于在相空间中轨线分布

的较全面知识
。

图 示出这样的一个点集
,

其 中 巳把相柱面展开成平面
,

图的上部是

一 一
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二 , ,

下部是 二 一 , 。

图 伍 是 “ 断面上的 已点集
。

综合二者
,

可以看出滞后振子拟周期解稠密轨道所在不变环面 如图
,

这 个环面有点象受到撞击而变

形的轮胎
。

一

, 断面上 , 断面上

图 滞后振子拟周期运动 仑点集
口二 、

图 滞后振子的不变环面
口

,

‘

最后我们考虑左转折界限 , “

小

一 自身也振动的情况
,

即转折处的坐标满足

一 日 , 。

图 相柱面 上滞后振子的 亡点集
,

口 ,
,

口二
, ,

的情况
。

这时确定 ‘十

的 式左端需增力口一项 一俪
二

‘

撰一 ‘十 、

、
,

一般说来
,

变
’

化 后的
”

艺
’目 “ 尸

仰 一 ‘ 十 ‘ 目 “ 、 ‘ “ 产 一““ “ 一目 月
‘

少‘

一、“ 一 一 ‘
性 , ”

认 以以卜 ’

入
’

“ 曰 曰 沙

式不再对变换 不变
。

但当 。 二 正整数 时仍有不变性
,

而当 。 二 。

时
,

把 中的 换为 后
,

变化后的 式仍有不变性
。

对相柱面上 点集

的讨论也只有在这些情况下才有明确的意义
。

这时得到的多数仍是拟周期运动
,

但不变环面

有较多的波纹
,

图 给出了 。 口 时相柱面上的一个 。点集
。

一 一
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四
、

面 积 收 缩 率

这两种受迫 自激振子都有一个明显的特点 仑点向不变集的收敛速度极快
,

除

了少数开始的点
,

所有的点都落在不变集上
。

这显然是因为解映射有较大的面积收缩率
。

事

实上
,

每一点都以隐函数方式 经过方程 决定了下一点
,

而可以写成
劣 。 , 劣 ,‘ , ”

, , 劣 。 , 夕。

面积收缩率定义为

一月
矛一一

一月
户一一

一一
心

九

取 。 。 一 ,

用差分格式算出

盯 盯
〕 , ,

方程的面积收缩率如表 可以看出当阻

尼稍大时面积收缩率就很大
,

裹

对滞后振子也有类似情况
。

方提解的面积收缩率
尸

⋯
, 。

·

。

二生‘ ⋯竺一 ⋯
一一

二立一
一

二⋯
一

竺一仁
一一

二上一阵少巴一 ⋯一
一

三上

一服 ⋯
,

⋯
的

⋯
。 、 ‘

二
氏 , 几 。 、 矛

二
, 吸 丹 。

二
。 臼

⋯
‘

二
,

卫
’

“ ‘ , “ ’

“ 。‘入 ’ 一‘ ““ 。‘ 入 ‘“ 一“ “ · , “ , ‘ ”‘“
一

“ · ’“ ,, 入 ‘ 一
“

·

。。

“
“

一
招

一

】 】

五
、

结 束 语
。

受迫 自激振子的定常运动状态以拟周期运动为主
。

对 振子和滞后振子
,

都发现具有混沌运动特征的定常运动 。

点集
,

对之应作进一步的研究
。

。

受迫 自激振子的不变集有很强的吸引性
,

阻尼较大时尤其如此
。

本研究工作得到教育部 ’卜线性振动数值研究 ” 课题基金的支持
,
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。
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〔 〕
, 。 , ,

, 。 , ,

一
。

〔 〕
, 。 , , , 。

龟
。
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〔 〕
, ,

, ,

〔 〕
, , , ,

〔 〕 , , 一

, , 五
、 ,

〔 〕
,

,

, , , 一

〔 〕
,

。

, , ,

, 五五 一 , , 一 。

,

一 川
“

几 ” 五

乞 ,

一 。 ,

丫 , ,

,

面
。 ,

一 ,

卜
。

一 ,

父一 件 一 分 戈

了 ,

父 名 。

, 二 》 门 】二 分口簇 。

一 , 二 一 门 分
一

。 ,

,

室

。 。

,

, 、

。

。 丁 一 了

。 尹 ,
】】

色
。

。 之

, 。
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