
非线性随机振动分析的谱分解法

—与当前通用方法的比较
金 问 鲁
杭州市建筑设计院

提要 当前国际上用以分析非线性随机振动的有 概率方程法
,

等价线

性化法以及摄动法
。

这些方法都有较大的局限性
,

而且计算复杂
,

缺少一定的数值

计算方法
。

本文对其作了评述以后
,

将随机过程进行谱分解
,

按两种不同的统计规

率提出两种新的非线性随机振动的分析方法
。

结合有限元法 〔‘ ’
,

用 数 值 方 法 求

解
,

本文方法可以广泛地应用在各种非线性随机过程领域
。

一
、

当前非线性随机振动分析法的评述

概率方粗方法
〔

、

〔。

这种方法用在 过程
,

一般用在伊藤随机微分方程
,

要求激励 是平 稳 “ 白

噪声过程
,

对一些实测的非常数功率谱不能适用
,

求解析解困难
,

也缺少有效的数值方法
。

但是值得提出的是本方法如可解时则是精确解
, 可用来和其它方法比较

。

今有随机过程
艺 日艺 才 。言〔 〕

是期望值为零的平稳 白噪声过程
。

今设
,

艺的稳定概率密度 函 数 是 ’

幻
,

可以求出相应的 方程是

砂
,

“

丽
恋

, 二 , 、

二尸 气石 不 备 〔
“‘· , 日‘ ,

·

,一 ”

这里
,

〔 〕
,

用分离变量法求解得
二 ,
活 二 , 牙 劝

一 二 一

备‘

‘ ‘”一 一

等半
一卫

客
用归一化条件决定 和

。

再用公式

忿二
‘ 一

’

八闭山 求 的均方值
“么 如果 “ 是小量

,

将 冬展开成 “ 的幕级数可得

奋 争 一 么
’ 如 ⋯

再考虑 、 时的渐近性质
,

由不
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奋 丁几一 , · ·

丁几
‘· ,“·

引入新变量 勺
, 逆 月 二

况
刀‘ , 。一 刀是白噪声功率谱

,

注意到 么
。 。 ’一
而长

一 , 贝 们
乙 山 云

莎
之 刀 , 办 。

‘ 一

仔
’““‘

”

”一作咖万扮
“。 一“ 一浮

‘

锹
。

甲万

可见当 , 时
,

二按犷万的比例趋向于零
。

。

等价线性化法

减励不限于白噪声
, 。 可具有任意形式

,

是计算非线性随机问题的一种实用方法
,

如果杯充一些数值计算程序可推广其应用范围
。

式的等价线性化方程是

艺 日
。

艺 。二 ,

根据等价条件可得

日
,

日
, 。二 。忿

,一 二 。 。 一

玉几
‘。 , ,

’ ‘。 , 。

。 。 一 。 日。
一 ‘

当激喻是白噪声过程时从 式可求出

略一咚厂共 或 。弓 。二一 。升一 。
一 “ 。之

。 一 甲不葱获石
一

甘 一 一 一 一 气万二二 一一 —
一

—
。

当 较小时将 式按 的幂展开为

奋 石 一 争
名 毖

。一 ⋯

当 、 时 奋的渐近形式是
,

口 , 一 一气
二二二二 万

口由 、

习 丫 “

。 匙
一 斌万

与 方程法比较
, 在 式中 的系数和 式的系数都发现离差

。

离差的原因

是 方程法和等价线性化法对于激励和响应随机过程的统计性质作了不 同 的 假 定
。

。 。

方程法假定激励是 过程 , 则响应 由于非线性关系必不是 过程 ,

而从 式可见等价线性化法则假定激励和响应都是 过程
,

这样出现离差 都 是理

所当然的
。
理论上说

,

在激励和响应中只能选取一种作为 过程
,

选取方法是 首 先 考

虑根据实际观测资料哪一种比较符合 过程
,

其次考虑如何选取方便于计算
。

本文 所

提出的方法将分别考虑两种不同的统计假定
。

。

摄动法

摄动法用在弱非线性问题
,

按照摄动级求解
。

一般假定激励是 “ “ 平稳
’

过 程
,

但不

一定是白噪声过程
,

可以是 。 的任意函数
。

对于高阶摄动项由于统计性质渐趋复杂
,

求解非常困难
。

仍以 式为例将 展开为
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。 , ⋯

才 孟 。 〔 梦
。 ‘ 〕 ⋯

奋 五〔 〕 五 。 介“〔 。 才 〕 ⋯

二五〔 孟 〕 五〔
。

〕 么五〔 。 〕 ⋯

将 式代入 式按摄动法可得如下一系列方程

艺
。

日艺
。 , 。言

。

乞 , 日艺 一 。言 , 二 一 言

求解上式考虑到 的一次项可得

‘

、子刀

等

二一五〔
’ 〕二五〔 才 〕 五〔 。 〕

一奋〔卜 一“ 弘
· 。‘· , ·

〕
式中 是脉冲反应函数

, 厂 。 。
是 。的相关函数

,

当激励 是白噪声过 程 时

可以求得

圣“ 奋
。 一 圣

。

由于计算的复杂性
,

作者尚未看到在摄动法中二级近似的计算
。

由于摄动法和 方程

法的假定相同
,

可以断定摄动法的各级解应与 方程法所得解相当的展开项相等
。

本

文所提第一种方法实质上和摄动法相同
,

将在以后证明
,

当 。奋展开到 的平方项时有
。奋、 居

。 一 易 圣
。

和 方程法所得结果相同
。

二
、

谱 分 解 法
。

墓本原理

在线性随机方程中谱分解法已有了广泛应用 〔
‘ 二 , 仁” ’,

作者将它推广到非线 性 情 况
。

今

设激励 和响应 都是平稳二阶矩过程
。

为便于求解假设 和 之一是 过程
。

今

有

‘卜 扮
“‘ ‘。

其中 孰。 , 一 。 是正交增量过程
。

为方便计算
,

激励 和响应 可以形式地

写为

“ ,一丁几, ‘“ 。‘,“ 。

“卜了几艺
。 。“。 。

戈 叫
,

艺 。 分别称为过程
,

的谱分解量
,

正交增量性质可以表示为如下公式

五〔戈 。 戈 。 〕 乙 。 。 。、

五〔艺 。 艺 。 〕 各 。 。

式中 五示求期望值
,

示 函数
,

和 各为

假定

五〔戈 。 〕 , 〔艺 。 〕

,

的功率谱函数
。

一般

一 一
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对高次乘积期望值有两种统计规律假定
,

第一种假设激励是 。 过程
,

贝仓有
〔 , ,

〔戈 。 戈 戈 。 戈 。
‘ 〕 五〔戈 。

,
戈 。 〕 〔戈 。 戈 。

‘ 〕

五〔戈 戈 。 〕五〔戈 。 戈 。
‘

〕 五〔戈 戈 。
‘ 〕 〔戈 。 戈 。 〕

〔戈 。
,
戈 、 戈 。 戈 。

‘

戈 。 戈 。
。 〕

五〔戈 。 戈 。 〕五〔戈 。 戈 。
‘

戈 戈 。 。 〕

五〔戈 。 戈 。 〕五〔戈 。
‘

万 。
。

戈 。
戈 。 〕

五〔戈 。 戈 。
‘ 〕五〔戈 。

。

戈 。 灭 。 戈 。 〕

五〔戈 。 戈 。 〕 〔戈 。
。

戈 。 戈 。 戈
‘ 〕

五〔戈 。 戈 。
。 〕五〔戈 。 叉 。 戈 。

‘

戈 。
。 〕

戈 的奇数个乘积的期望值为零
。

第二种假设响应是 过程
,

则有

五〔艺 。 乞 艺 。
。
艺 。

‘ 〕 五〔乞 。 。 〕 〔 。 艺 。
‘
〕

五〔艺 。 乞 。
。 〕五〔乞 。 乞

‘

〕 五〔乞 。 艺 。
‘ 〕五〔艺 。 艺 。 〕

五〔艺 。 艺 艺 艺 。
‘

艺 。
。

艺 。
。 〕

二 〔乞 。 ,
艺 。 〕〔艺 。 乞 。

‘

艺 。
。

艺
。 〕

〔艺 艺 。
。 〕五〔艺 。

‘
艺 艺 ‘ 。 艺 。 〕

五〔艺 。
,
艺 。

‘ 〕五〔艺 。
。

牙
。

艺 。 艺 〕

五〔艺 。 艺 。
。
〕五〔艺

。

艺 。 艺 。 艺 。
‘ 〕

〔艺 。 艺 。
。 〕 〔艺 。 艺 。 艺 。

‘

艺
。 〕

艺 。 , 的奇数个乘积的期望值为零
。

本文所提两种解法
,

一种以
,

式为 基 础
,

按
。的次数求各级近似值

,

应和摄动法求得相同的解
。

第二种以
,

式为基础
,
一

适用于

任何非线性程度
,

通过适当的数值方法可求出封闭解
。

以下求两过程
, 犷 乘积 的谱

量
。

以下公式中积限 士 略去不写
,

星号 表示摺积
,

今有

“ ,犷 ‘ ,一 芬口
。 少 。一 , ‘。‘ 。

“
,

俪而
一 。 。 。 。一 。

, 。 一 。 。 , , 。 。

,一 玉
二 。 、。

“二 。 。 一

丁
二 。 一 。 。

·

‘。 , 。 二 。 一 且
。 二 一 。 。一 。 。 。

。

第一种讲分解法

单自由度情况

用变分原理研究结构动力学问题常可遇到如下类型公式

艺 艺 掩, 寿 “ 艺 艺之

一 。 十 。 艺、、 、、 。 ·

备孚 一备 子
一

假定非线性程序较小
,

将 展开得一系列方程

考 ⋯

一 一
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。艺
。 声 ,

艺
。 吞 。二

。艺, 。 ,

艺
, 寿, , 二 一寿 一寿

, 。 , 、 。 , , ,

—
几乙 二 一 二‘

—
叹乙 孟

云
’ ” ‘

君
﹂

艺 。 ,艺 壳, 二 一 九 。 , 一 寿

将以上三式写成谱分解形式
,

引入 。 则有

一

普蕊
, 一警杀

,等

。
一 。 么 、‘。

一 一 ,‘。

、一 。“

乞
。 。 。 戈 。

艺 。 一 。 〔掩艺
。

艺
。 。 。

艺
。 。 乞。 。 乞

。 〕

一 。 ‘。

叶
,
。 。 艺

。 。

令艺
。 。 艺

。 。 ,
。 。

艺 。 一 。 〔存艺
。

艺
、

艺
。 。 艺

。 。 艺 。 〕

一 。 。〔 艺。 。 艺 。 艺
。 。 艺

。 。 艺
, 。 〕

。 艺
。 。 。 〔 艺。 。 艺。 。 存艺

。 。 乞。 。 艺
。 〕

‘ 。 “ 、。 。 。

令。
。 。 艺

。 。

今 ,
。 。 艺。 。 艺。 。

。 掩艺。 。 艺
。 。 。 〔九艺

。 。 乞
。 。 艺

。 。 关艺
。

艺
。 。 〕

‘。 。 “ ,
。 。 艺

。 。 。。 。

〔警,
。 。 艺

。

晋,
。 。 。 。 。 。

玉
。 艺

。 。 。 〔 艺
。 。 艺

。 。 。

艺
。 。 艺

。 。 艺
。 。 〕

, 、 , 、

。
, 、 。 , 、 , 、 , 、 , 、 , 、

、、
一 。‘ 戈

“ 。 。 ’ 。 ’兮
。又。 艺 , 。 ’ 了名

。 。 。 。 , 艺 , 。 少
。 艺

。

艺。 。 。 〔 艺
。 。 艺

。 。 艺
。 。 艺

。 。 艺
。 。 〕

一 。。、。 , 。 艺
。 。 , 艺

。 。 , 。‘ 。 导艺
。 。 , 乞。 。 导

。 。 牙
。 。 艺

。 。
飞

。

‘

几
“

”
‘ “

“ ”‘
’

“ ” ”
“ ’ ‘

一 ”
‘ “ ’ ‘ ’

一
’

用谱分解法求解 〔 〕, 五〔 “ 〕到二级小项为止
,

经过比较繁冗的计算可得

五〔 〕澎五〔 。 〕 〔 、 〕 五〔 〕

五〔 ’ 〕二五〔 〕 〔 。 〕 五〔 了 。 〕

五〔 , 〕一 ‘。 ,‘〔, 。 〕

、

丁
。‘。‘五〔艺。 。 〕。 。‘。‘ 〔, 。 〕、。 了

‘。 ,五〔艺 。 〕。

二〔 , 〕、了
。‘。‘ 〔,

。 。 ,
。 。 〕。 丁

‘。 , 〔 ,
。

, 。 〕、。

。‘。‘

月〔艺 。 牙 。 艺
。‘。 ‘“ ‘。 , 〕

“
‘

令
、

。 一 。 ’, 。

。 , , , , 、 、 。 。
, , 、 、 ,

〔 。 〕 , 〔 〕 一令 奋
。 ,

一 、一 “
‘ ’ ‘ 尸

” 一 、 一 ‘ ”
‘ 产 一 ‘ “

一 一
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〔 〕
寿

,

掩
, 。

寿
, 产 。 。 。

, 、

。
, 、 、 。 , , 、 ,

一育犷 一杯
一

”” 七。“ 几 七妙 、一 ‘ ’十 ‘ “ , “ , 甘 、一 山 ‘ ”“
”、 ‘ ’“ 山 ‘

鲁芬
‘ ·

一 一
‘· ‘

一
, 〕 。‘。 ,

。‘。

一
,“。 “。

五〔 , 〕一丁
。‘。 。
一‘

·

〔 。 ‘ , 〕一 ,
。 〔“。 一 。 , 。 。 ‘二 一 。 , 〕“ 。 ‘

〔 , ’,卜普
。

巧 “ , 专
· 。 。

一
。 。 ·。 。

一 ‘
。 ‘。

,
。

丁
。“ 。 。 。 。 。 一 。 。 。 、

十见 ’州 二犷‘
,。 , ‘。 , ‘
一
” ‘。 , 。 一 。 ,“ ‘。吕一 。 ”。几‘。 ‘。 ‘ , · ,

〔 。 〕 丢
。

掩
〔 ‘。 , 一 “名 。 · ‘。 , 〕 “ ,““

且〔
一 。 。 一 。 。 、。 一 。 “ 。 一 。 ‘。 。 一 。 ,

·

。。 。 。 。 、。 、。 “ 。 ·

一 卜
。 。 。

〕
’

· “ ,汇
·

一
。 。

」〔
‘· ‘

一
,

。‘。 ,

〕
· 、〔丁

。 ‘,

一
。 。 。

〕
“
、丁以

‘ “ ,一 ·‘。 , , · ‘

一
,

。 , 一 。 〕 , 。 。

瓜〔
一 。、 叼 〕 〔 一 。

, 一 。 一闪 〕

。 。 。〔 、一 。 一 。 一 。 〕 试。 抓。 一 。 抓。 。

当 左
, ,

为零时 成为 式
,

则有

〔 。 才 〕二 〔 一 〕 五〔 〕“
一

当激励为白噪声时
, , ,

式将和
。

方程法的 式相同
,

见附录
。

多自由度情况
, 艺 ,

艺, 气 , 帆‘ , , ‘ ‘ ,

‘ 艺几
, , ,艺 , , 二 ‘ 二 , , ⋯ , 万 。

式中采用对重复指标求和的 约定
,

且有

叔 。二气 盯
, 以 。 对

‘ , , 二 ‘ , 气‘ , , 二气‘、‘ 气“ , 二杭‘ 对

二几一 、二几一 几 , ‘ , 几 一 对

一 一。 一 ⋯

‘ 艺 。 ,‘
声
。 ,‘

孙
‘

。 , 艺 一 艺, , ‘, , , 一气‘ , , 扣 ,一‘‘ 封 ,。

一妻。
‘ , ,

牛 孙
, 一喜

‘ , ,

乙 “ ‘

, , 。 。 、

万了 、‘ 乙“‘ , ,

一 一

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



, ‘ , ,艺‘ 艺, 左,‘ 产

一 益
‘ 和 , ‘一 ‘ , 。‘ , ‘

、

,

。 ,

一 “ ,‘八一 了 乙 乙 ’
‘

一 “各‘介‘一刁了 如 翻

令 ‘ , 。 , ‘ 、‘ 一 。“明‘

设 〔 , 。 〕的逆矩阵是 〔 ‘ 。 〕
,

将
, ,

写成谱分 解 形 式
,

等式
。 , 。 对 ‘求和可得

二‘ 。 , 。 乙,

艺, 。 。 , ‘ 。 戈 。

双 方 乘 以

艺。 。卜 一
二 亡 。 “了 , ·

合
‘。一 , · 〔‘ ,。‘。 乞 ‘。 〕

一 “ 。 , “‘ ,一

告
‘。。 ‘ , , ￡ 〔‘ ,。 。 , “‘。 , ‘了

。‘。 〕
,

乞, 。 二 一 , ‘ 。 九 , 。 ‘。 ‘ 。 〔艺 。 。 乞祖 。 〕

一 , 。 ‘ 。‘ ‘ 。, 〔孙 。 牙
, 。 牙 , 〕

〔 , 〕澎 〔 二。 〕 五〔 二 , 〕 五〔 , 〕

一 ·‘。 〔, , 。 。 〕 了
。‘。 , 〔艺二 〕。 。‘。“ 〔‘。 ‘。 〕

五〔 , 公 。 公 〕之五〔 蒯 公 才 〕十五〔 二。 才 。‘ 才 。。 , 〕

〔 二 才 。 川。 。 才 。。 矛 , 〕

一 。‘。‘ 〔乏一 。 , 一 。 ,〕。 。‘。 , 〔, 。
。 。 ,

· 。 , 一 , 。 〕

。‘。‘五〔 , 。 一 。 , 。 。 , 二 。 , 一 。 · 。 〕。

在计算时用到如下统计规律
五〔艺蒯 。 艺, , 。 , 〕 。二 , , 。 乙 。 。 ’ 二 。 , , 。‘ 邑 。 。 ,

。。 , 。 一 。 乙 。 。
,

五〔乏‘。 。 艺
。 。 乏妙 。

。
乏‘
。 。‘ 〕 五〔乏‘

。 。 , 乏了
。 。 〕 〔艺

。 。 艺
。 。 〕

五〔泛
。 。 乞加 。 〕五〔乏 。。 艺 ,。‘。‘ 〕 〔乞‘

。 。 , 乞‘
。‘。‘ 〕五〔艺

。 。 乞, 。 〕

五〔艺‘。 。 泛
。

花
。 。 。 乞

。 。 艺二
。 。 。 乏

。。 。 。 〕

五〔艺
。 。 , 艺, 〕五〔花劫 。 。 艺

。 。‘ 乏。
。
乏
。。 。 〕

五〔觉
。 。 , 艺加 。 。 〕五〔乏 。 。

‘
艺, 。

。 艺。。 。 。 艺 。 〕

五〔艺‘。 。 乏‘。 。
‘ 〕五〔艺二

。 。 艺
。。 。 。 乏 。 。 乏妙 。 。 〕

五〔艺 。 。 艺二 。 。 〕五〔艺。。 。 。 觉 艺砂 。 。 艺‘
。 ‘ 〕

〔艺
。 。 艺

, 。 。 。 〕 〔乏 。 乞和 。 乏‘。 。‘ 乏咖 。
。 〕

互功率谱密度矩阵元素 二二 , , 。 和互相关函数 刀 下 本身和相互之间有如下关系
。。 , 。 刀 , , 。 一 。

。 , 。 , 。 知 , 二 , 一 。 , 刀 , , 。 二 分二
,。 。 ,

、,‘ , 一 〔 , “ , , “ 〕一 ‘。 · , , ‘。 。

,。 。 一 〔 , ‘ , , 〕一 , , , 。 。

一 一
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以上式中右上角的附标 号表示取其复共辘量
,

经过比较繁冗的计算可得

〔 二
。 才 〕

’

〔 〕 一爪 , 尸 ,

凡 二 〕 气‘ ,冷 , , ‘ , 尸刃
、 , 刀。。

,

、, , 二‘ 。 一 , , 。

丁
, ‘ ,

一 “ , , , , , , , 一‘。 , 。 , , , , , , , ,, ,

、 、。

” ,‘ , 。‘ 二“。芬
,‘ , 一 。 ,、“

,‘ , , , , , 一‘。 ‘。, , , , , 。 , , , 。 。一 。 。 , 。。

及 一 , 一 , 〕一玉
, , · 。 。一 , 二

·‘“

〔 二。 。 。 , 〕

一
。 ‘ 。

了、
, , 。 , 一‘。 , 。 , ,。,、〔。。 一 。 , ,

·

。 主 十 。, 一 ,
, , 。 , 〕、

〔 才 〕 。 一,
爪

,户 , , 刀 、 刀 护

巧
‘ 。 ·‘, 一 。 “ , ·、‘

, , , ,

青
。‘。已‘ , ·。‘ , , , , 。, , , 。 ,

·

。

一。
。 、。

。 , , , 二 , , 。

丁‘
。“ 一一

“‘ ,一、了
, , , ‘,

哥一
,

一
‘ , , ,‘, , , 了了, 。 。

瓜。
二 ‘ 。 , ‘ 。‘ , 一 。 ‘ , ‘、‘

, , , , , , ,

、

孚
。‘ , , 。 ‘ , , , , ‘,

、
、 万 ,

刀 , 。 , , , 。 一 。 创 , , 一 。 。 。 。 。

〔, 。。 , · , 〕一 ‘ , ,,, 。‘ , 。 , , ,

丁
·

“ 一 。 ‘ 、‘ ,一‘。
‘。竺‘ , , “ , 。 , 。

耳。
。了

一
, 、 ,一‘。

· 了 ,、 。‘、一 一 〔、
‘。,脚 一

号
。 , 。 · ‘。,妙

〕
二 , , 。

· 。 , , , 。 。 二。, , 。
巧

· , 一 。 , “ , , 、, 一‘。 ‘ , , “ ‘
, 一 。 一 。

·

“ 了
, , , , 才, 一

晋
。 。 一 。

, , ￡

刁
,‘。 , 。。, ,

‘。 。 ,

万‘
。了

一
, , 了 ,

一
‘ ,

一 , , 才 了了, 。

一 〔
了, , , 。, ￡, 一

今
。 。么 。 了。, ,

刁
· 二 , 。 , 叮尸 。 , , 。 一

, 。 ,
, 。, 。

丁。
。‘ 一 。 ‘ , ‘, 一 。 、‘ , 一‘。 , 。 ,‘ ,

·

“一 , , , 一

号
。
一

, ,甲 ,

一
‘。 。

以上给出了第一种谱分解法的基本公式
,

它的缺点是随着近似级数增加
, 计算将大为复杂

。

第二种讼分解法

单自由度情况
。艺 一“十“ 十

仁令 箭
十

令 箭
‘ 一二

设 〔 〕

〔 〕二

一 一
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令 一 十

, , , 、 , , ,

、 二
, 、厂 , 、 , ,

丫 二
,, , 二 , 。 , 二 ,,

丫十 “ , 十 “ ‘了 十铲
“ 十亨 而 又

乙 十 了
一

, 十 、
佗 一了 而 、

一 十 。
“

一 了

这里 二 一 , 一掩 ’一

假设 是平稳 过程
,

求 式的期望值可得

二 一点 一 之一花 “

二 、 · 空 。, 。 · ,

去
。 ·

箭
一

刹
一

这里
, , 阴 二 掩。 ,

。 , 。 ,

牙十 。
,

玄 。 ,

竺丝
一
十 。

,

牙

川 , 二
’

” 一

令
将 式作谱分解

,

引入 及摺积符号可得

一 ‘ 。 存 。 , 。

了 。 。 , , 。 了 。 。 。 。 〔 。 。 〕

。 。 〔了 。 犷 。 犷 〕 。 右 。

将 式自身和自身求摺积可得

〔 。 , , 〕犷 。 〔 。 , 。 〕了 。

。 切 。 〔犷 。 了 。 〕 。 。 〔亨 。 了 。 〕

‘。 〔了 。 了 。 犷 。 〕 。 。 、 。 〔了 。 了 。 〕

〔 。 〕了 。 。 。 ‘。 〔 犷 。 了 。 〕

。 百 。 。 百 。

对 式求期望值
,

通过一定的计算后可得

〔 。 协 , , 。 一 一 ,‘。 ” 。 。 一 。 〕 。

里 “ 一 。 〔 。 〕 矛〔 。 。 ‘。 〕 一 。 浅一 凡‘。 。

勿 璧。 。 一 。 〔 矛 。 。 犷 。 , 。 〕 一 。习。

这里

, ,

数值方法求解
。

“ ‘。 ,“。一 手

式组成求解的全部公式
, 以 艺

,

矛
, , 。 作为未知量

, 可通 过 适 当

多自由度情况

‘ ,艺, 一‘ ,“, “才 , , ‘
, 。 ,

、

‘了几十万吸‘尸万了 、‘了‘ 介’

介
‘ , 。‘

卞
“

了 ‘ 介箭
‘。 · 才

卜
, , ‘一 , , ⋯

及
‘〕二 ,

及 , 〕 乙
, , 乙

, , 一 , 一乙
〔 , 〕

、

设令则

一 一
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, , , 、, 。 ‘ ,寸, , , 、 , 。 , ,乙十 。
‘ ,

粤。
了 ,

牛、
, , , , 十乙

,

、 白 奋

。

、
, , , , , 厂 , 。 , 、 , 二 。 , 二 二 二 二 二

、

二

一 、心 介十万 几下 了 矛、 掩 十 奋乙 卞 , 几之 , 十 乙 乙介乙 少 八 ,
、 ‘ ,

对上式求期望值
,

注意到

五〔 , 〕
,

五〔犷 〕 。

得 尺 吞 , 寿‘ , ‘ 九
,

, , 跳 , ,

爪 , ,艺,艺。 , , 二 , , ⋯ ,

令 一 ,” , 。“ ‘。 , 掩, , 一 。

设矩阵 〔 ,, 。 的逆矩阵是 〔 。 〕
,

即有

, 。 。 二 乙

引入如下简写符号对 式作谱分解后可得

二 。 , 。卜
‘ 。 、‘ ,

票
, ,

力
。 。。‘ ,。 、

华
。 ‘ , 。‘

、乙 , ‘

、 、 ‘ , 、

”二 , ·‘。 , 一‘ , “。 ,

〔
“一 , ·

手
· ‘ , · ”了, , 才

半一
,一 牙才 〕

。 ‘ ,一、。 , , , 。 一‘ , ‘ 。 , ‘ , ,

粤、 口

右‘ 。 一戈 。 一 ‘

乙 从
‘ 艺牙 吞‘ 。,牙,牙,艺, “ 。

了。 。 一 。 。 , , 。 〔亨 , 。 爹 , 。 〕

, 。 〔了 了 。 了 , 。 〕 , ‘ 。 右‘ 。

假设响应是 过程 ,

有如下统计规律

五〔 , 。 了二
, 。 〕 二 , 。 各 。 。 , , , , 。‘ 。 。 , 犷。 , 一 。 。 ,

五〔亨‘ 。 犷 。 了 。 。 ‘ 。 〕 五〔犷‘ 。 了一 。 〕五〔了 , 。。 了 , ‘ 〕

〔了‘ 。
,
了 , 。 〕 〔了 。 了 , 。‘ 〕 五〔了 , 。 了 。

‘ 〕五〔犷 。 了。 。 〕

五〔了 ‘ 。 了 , 。 犷 , 。。 夕‘ 。
‘

犷二 。
。 。 。 。 〕

五〔了‘ 。
,

了 。 〕 〔了 。
。
了‘ 。

‘

了 , 。。 了
。 。。 〕

五〔 ‘ 。 。 。 。 〕 〔犷 , 。 了。 。
。

夕
。 。 。 犷 。 〕

五〔了‘ 。 ‘ 。‘ 〕〔犷说 。
。

了
。 。 。 , 。 了介 。

。 〕

〔 ‘ 。 了二 。
。 〕五〔了 。 。 了 , 。 了 , 。‘ 〕

五〔犷‘ 。 丫 。
。 〕〔犷, 。 犷。 。 夕 。

‘

犷。 。
。
〕

奇数个谱量乘积的期望值为零
,

求 式自身和自身的摺积
,

再求期望值
,

依次可得

〔石二 。 〕犷 , 。 〔乙, ,, , , ,, , 。 〕夕
, 。

、 。 〔 一 。 。 。 〕 。 ,

, 。 〔了
, 。 了 , 。 〕

, 。 〔了 。 了 , ‘ 。 〕 , , , , , , 。 〔 , , 。 , 。 ‘, 。 〕

〔 , , 二 。 〕了 。 , , , ‘, 。 〔了
, 。 了 , 。 犷‘

, 。 〕

‘ , 一 。 口一 。 ‘ , ,‘, 。 石一
, 。

一 一
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, 二 。 , 。 。 。 , 。 , 一 。 二 。 , 。 。 , , 一 。 泞, , , 。

二 。 , , , 一 〔 ,, 。 , 。 〕

况 ,护 〔各, 二 。 〕
, , , 一 。 , , 。

川 二 , ,‘ , 一 。 〔尺犷 , 犷 , 护 犷 , 。 , 。 犷。护 。 , 。 〕

二 ,
,

。 ,
, , 一 。 犷 。 , , 明 , ,

⋯ ,

这里
“ , , 一玉

, , 。 ①

, ,

各方程共同组成求解的基本方程
,

可用适当数值方法求解
。

两种谱分解

法可用来求解各种工程问题
。

第二种方法的优点是原则上可以通过数值方法求问 题 的 封 闭

解
。

附录 第一种谱分解法的简例

艺 日艺 。 〔 。 〕二

“ 。 , 一

丁游
〔 , 〕一了

。 。。一 。

‘〔 。“ “ 〕一
。 , ‘一 。

。 。 。
·

乳

〔 , 〕一 。。 。 ,
。

丁
。 一 。 , 。 。

。

见
。 一 。 。 。 。 。 。 一 。 。 “ 。 一 。 。 。

一工

一

一

一

一

〔 。 , , 〕一 一
· ,
。

〔丁 一
, 。‘。

〕
’ ”
一 , 丁 ‘一

。‘。 。

。

瓜‘
一 , 。 一 。 , 一 。 。 。 , 。 。 一 。 。 。 。 、。 。 。 一

设

用留数定理求各积分
,

。 。

略去繁冗计算可得

宕 。 一 。 。

。、一丁、
。 。一

裔
。

, 、 。 , 、 , 兀 。

、右 一 , 。 。 。 二军粤、 ,

一
‘

一
‘

一 。合日

【‘ ‘ 一 。 , 。 。 、。一二旦巡皿典驴兰一
一 言户

“

一

一

一

一

一

丁 ‘
一 。 ,“ ‘。 ,“。 二 一 。老 日“

。

。 日名
一

一 。

见。
一 。 , 。 一 。 一 。 。 。 “ 。 。 一 。 。 。 、。 、。 、。

玩 君
,,

一
。 。 ‘

一
一丽硕了 下石而可再万画

一 。 , 。 。
·

一口
·

一

一
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。 。 瓜 、
。 一 。 。 。 一 。 殆

。 。 一 。 。 。 。

, 兀 “ 盖
日 日

“。言。尝
,

。尝
, 。咨

,

日 日
‘ 一

‘ , 一劣尝
一 一“ 厄盎

’一 · 。

式中

则

。忍
, 。若一日‘

〔 。 亡 〕 一 么

〔 士 。 才 才 〕 之 么
。

方程法有关展开项相同
。

一

一

一

一

和

附录 第二种漪分解法的讨论

仍以 一 式作为例题
,

此时 式成为
。 。言身 一 。 。 。 。 一 。 〔 乏

。 。 〕 。 一 。 。 。 。

丁‘
。 ,“ 一 圣

乐
一

考虑 一功
,

设 是白噪声但不是 过程
,

气 。
。

。 。 一 。

求 。
卜

的一级近似解
,

再通过积分可得
, 。 。 。 一 。己奋

。 一 。 。 。

一

一

。 一 二。 。 一

斋
“‘一 , ‘。 , 。 屯命丁

一

一

一

‘
人

一

丁
·

‘。 , 一 ,
。一 一 ,

。

谕一
,
。 ‘一 一‘ ,

和以上方法都相同
。

考虑 ‘
,

积分 一 式
,

等式左方仅保留 的系数项
,

黑丁
。 。 。 一 。 〔。 , 。 。 二 。 二 。 〕、。 ·。 ,

存在一个平均值 。初 一 。耐 使得
。 。二 一 。。

一

可得

心

怕‘功
。之、了〔

。 , 二 。 二 。 二 。 。 〕。一 一 ,

圣二
。 一“ ,

苍吕
一 ’‘ 丈压

乡总是随着
一

趋向于零
。

户 今 考 文 嗽

〔 〕 金问鲁
, 打

一 一
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,

, , ,

〔 〕
, , 一

,

〔 〕
, ,

, ,

了 , , 。

〔 〕 ,

,

, , , 。

〔 〕
,

一

, 月 , ,

, 。

不

吐 工

一 刃 ,

。

卜
, 以

, ,

, ,

,

,

, ,

,

, , ‘

了

一 未 一
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