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提要 本文用线载荷积分方程法分析 嵌 在 泊桑 比 为常数
、

剪切模量 沿

深度 线性地变化的
、

各向同性的弹性半空间中的轴向受压 刚性和可 压缩桩
。

这些

桩的分析问题归结为一 第一种积分方程并用数值法求解
。

本法创新 或

其优点主要是 根据 “ 组合定理 ” 和圣维南原理用于非均匀介质的一个假设
。

本文给 出一个适于非均匀半空间的具有简单且封闭的型式的点力公 式
。 。

由桩顶

以下的 的累计影响可以用封闭型式来计及
。

不用 的等效值或者修正

系数
,

免去确定这些值的争论
。

线载荷积分方程法较之其它的积分方程法的主要优点是所得到的积分方程

是一维
,

非奇异的
。

还有
,

当用于可压缩桩 时
, 无需用迭代策略求解

。

本文的数值结果和他人的作了比较
。

概 述

由于非均匀的弹性半空间的模型更接近于许多土壤的实测情形 〔‘ ’,

因 此 近 来 受到更

多的往意 〔翎
。

因为至今还未在发表的文献中找到适用于非均匀弹性半空间的点力解 〔 ’ ,

因此限制了有效的积分方程方法的应用
。

于是
,

人们提出许多近似的分析方法
。

其中好些方

法 〔 ’ 有如下不足之处
。

桩尖以下至无穷远的 习 的累计影响无法考虑
。

例 如 在文献 石,

中
,

桩尖

以下的土壤当作是均匀的土壤来处理
。

在这些分析中需要弹性系数 的等效值或者修正系数
,

而这些值的 确定有许多争

议
。

例如在 〔 〕中
,

简单地把适于均匀半空间的 点力解中的 换成某个等效的

便应用于非均匀的半空间情形
。

这等效 的选择就有很 多种
,

如 〔 〕中的 式
。

同

样
, 采用修正系数方法

,

修正系数也有许多争议 文献 〔 〕中的 蕊 页
。

·

对建议用于非均匀半空间的点力公式或者 过 于 简 单
,

郭者 过 于 复杂
。

例如 在

〔 〕中
,

只是简单地将 代替 公式中的
,

因而其他点的 的 影响未能

计及
。

又如在 〕中
,

建议的公式不仅基于一个很复杂的
,

表示为 ‘ 函数和指数函
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数为项的无穷积分 部分还不能精确地积出 的基本解
,

而且未能明显列出
,

而是包含在一

个未公开的程序中
,

人们 自然无法去应用它
。

本文企图克服上述缺点
。

在第二节中
,

给出一个 “ 组合定理 ” ,

根据此定理以及圣维南

原理用于非检匀介质的一个假设
,

并利用例易定理
,

、

就可以得到一个具有封闭形式的适于非

均匀半空间的点力公式
。

这个公式不是精确的点力解
。

周此应用它于积分方程方法所作的分

析只是一种近似分析
·

在第三
、

第四节蜂 导出刚性桩和可压缩桩的积分方程
。

最后一节

对嵌在均匀的和 自玩 土壤的半空伺币的单根 附 性桩和可压缩桩作数值计算
,

并将结果

与他人的资料作了比较
。

和其他积分方程方法比较
,

线载荷积分方程法的主要优点是所得的积分方程是一 维非奇

异的 〔拈 〕。

此外
,

对压缩桩而言本法无需象文献 〔 〕那样采用迭代策略求解
。

二
、

点力公式的推导

为求得 为常数
、

约 的半空间中的点力公式
,

先考虑 为常数
、

分 两 水 平层

的半空间情形
。

为了考虑下层 的增加的影响
,

我们首先给出一个 “ 组合定理 ” ,

用 来确

定弹性系数相组合的物体的应力和位移
。

“组合定理 ” 令 ,济
, “扮 为第 个 一 ,

均匀
、

各 向 同 性的 弹 性静力 问 题

的解
,

假定每个这些弹性体有同样的边界
,

不同的弹性常数
、

不同的载荷及边界条件
,

则这

两个弹性体组合为一的弹性静力问题的解是

‘ 梦 梦 , , 。才 舒 脚
·

式中诸常数
, , 入,

满足

。 入“ , 入 ‘ , 入咤, 久二 , , ‘
·

其中 小翻 , 种 , 久,

分别为第 个弹性体及组合体的 系数 体积力 ‘ ,

给定

边界面力 ‘ , 给定位移 丽‘ 满足

‘一 , 华
, ‘一 卿 》十 ,

, 丽‘三 。万界十 丽岛

式中
,

沪
, 丽男 分别为第 个弹性体的体积力

,

给定边界 面 力 和 给定边界位移
。

注意这一组合体的给定边界位移并不是定义为两个弹性体给定位移的直接相加

这个组合定理的证明只需将
·

式代入弹性力学基本方程
,

即可得到满足
。

而

式表明组合问题的边界条件也是满足的
。

因此
,

式是组合问题的解
。

当第二个 弹 性 体 是 零应力 体
,

且 ‘, 哟 , 二 , , ‘, , 入 入‘ 入‘, , 时
,

则
·

式是满足的
,

此时 男二 ,

鹦
‘ , 界

, ‘ , ‘ 。 ‘。 ,

若我们把有两水平层的半空间 图 的下层 ‘ 看作是零应力体和半空间 ‘ 组合
,

则组合体内 包括组合体边界 的应力和位移按
·

式计算
。

但组合体 外的点
,

例如

的位移怎样计算 我们需要一假定
。

假设 圣维南原理应用于两个条件相同
,

但弹性系数一个是均 匀 的 另一 个是非均匀
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的问题时
,

给出同样的结果
。

一

或者以图来说明得清楚些
。

图 和 分别表示一均匀 的 和层

状的半空间
。 。‘ , 和 心

分别表示这两 个 半 空间的
, 。 , 。 点 由

一对单 位 作用于 月 二 , 夕 , 才 和
,

,

,
十

引起 的位稼 过 点 在上层
,

点在

上层或两层交界面孰
, 财上面的假设是指

,

必
,

‘

。 一 。 ‘

当 细 , 、」一 , ”
‘

一 ·

上
‘

于
“

汀
‘ ’’

刁
““

图 有两水平层的半空间

妇妇 , ‘ 刁
“ 创

今

,,
。。 ,

奋
‘ ’

丁““

” 互孑玉

,

细,,胜叮筛
,

呼仁,入梦

贬匆
日日 ‘ 价 沙 ‘

一一

寸寸尸 才 争争

一一

广争冬

、卜内、产门气﹄
,矛‘尸勺、,门‘

图 圣维南原理应用于均匀和非均匀介质两种情形的假设

利用倒易 定 理
,

系统 的外力 图 和 在 系 统 图 心 和 的

位移上所作的功
,

等于系统 的外力在系统 的位移上所作的功 , 我们分别谬到

一 , 〔“ 。 乡 一 儿才 , 〕

。畜 , , ,
·

〔 一 , 一 , , 〕

利用 式
,

得
、 一

叭 ,
呀

一 一 。‘ , , 一 。一 ·

此式表明
,

层状半空间中任意两个相距很近的点的相对位移等于 均 匀 空 间中同样的两点的

相对位移
。 ·

式的右边的位移是按 公式计算,
’

左边第二项因 在组合体边

一 杯 一



界上按 式计算
,

于是

, , 。 , 〔 , 一 〕
一

·

式和
·

式分别用来计算位于组合体内 包括其边界 和体外的点的位移
。

剪切模最 沿深度连续地变化的半空 间

为常数
,

一

一‘ 。 二 连续地变化的受 载 的 半 空间 图 可以看成是一个受载

卞了上
的均匀的半空间

。

和一无限序列的剪切

模量为 △价一 句
十 一 ,

, ” 相 同 的零应

力的半空间
,

在不同水 准 二
·

△宕

, , ·

⋯ 上当 △ ,
“ 时 的 组

之、

利用 两 层 半 空 间 的 位 移计算方法
·

和
·

式
,

可以推广到多层半

空间情形
,

再 取 极 限
,

便 可得到 “ 常

数
, ‘二 。

连续变化的半空 间的

位移表达式
。

略去推导过程
,

我们给出此

位移表达式

““ “ “ 洲 “刁刁
,,,

冲冲 勺勺勺

月月月

,

一一
一 ,,

··

连续变化的半空间的处理

。‘ , , , , · 一 。。

十

丁

了 二 , , 。 。

〔 〕。‘ 二 , 少 , ‘, “ 。 , ‘

式中 。‘ 二 , ,

表示
。

连续变化的半空间中任一点的 位移 ‘ , ,

。 为均匀半空 ’ 。 的位移
,

即 公式 。 、

当 沿深度线性地变化
,

‘

即 一 。 ,

上式为

一‘二 , , , · , 一 。

一
, , , · 。 。 ·

一丁丁
〔。。‘ , , , , 。 。 〕 ,

利用积分表
,

可将 式中多数项积出
。

对于若干项
,

如

万
‘, ‘,一‘ ‘ 。 ,一 ‘,

丁
, ‘ 一 、 ‘ 。 一 、‘,

下二
, , 一 、】 , 十 。 一‘ ,

积分表中没有相应公式
,

则作变换
,

即被积函数中分子分母同乘以 〔 一 〕或 〔 一

。 〕,

即可化简
,

然后再用积分表便可将
·

式的全部积出
。

下面
,

列出结果
。

蚕直点力 尸 作用于 。 , 。 ,

的位移公式

, 夕 , 。 。 , , 川 一 , 夕 ,

不
, 少 , ‘ 。 环尹 。 二 , , 。 一 二 , , 一

卫
,

一 一



式中
。 , ,

研
。 ,

班 分别是均匀和非均匀介质情形的径向和铅垂方向的位移
。

。 二 , , 二 一 矛 一 一 盆一 一

一 〔尸 尸 〕 之 井 〔 二 。 一 〕
, 二 , 夕 , 二 一 。 一 〔 。 一 。 〕

一 一 一 〔 一 一 一 〕 〔 。

一 。 一 。 〕 〔 二 。 。 一 〕

砰
。 二 , 夕 , 二 一 , 〔 一 一 一 〕

一 贾 〔 “ 一 一 〕 孟
“ 尸 〔 二 。 一 〕

砰
, 戈 , , 一 一 〔 一 、 “ 一 一 〕

‘ 。 。 。 。

。 。 。 。 〔 。 。 一 〕

其中
戈 难

尸 〔戈 “ 一 “ 〕, ,

尸 〔劣 “ 夕 之 〕,声

一

石一
“ ,一 ‘一 ‘ 一 一 〔“ , 〕 ,

一 一
么“ ,一 ‘一 ‘ 一 一 〔“ , 〕, ,

, 一 , 么 一 么 一 ,

‘ 一 , 。 一 一 ‘ , 。 一 一 ‘ 一 ,

一

丁了
‘,一 , 一 〔 一 一 。 、 〕 ,

‘ 一

玉了
“ 一 ‘一 〔 一 · · 〕

、 一

丁一
, , 一、, 一 〔一 一

成 、 ,
,

, 〕 ,

一 万
。一 · , 一 , 一 〔一 一 “ 、‘

, 〕。

一 一
三 , 一 ‘一 〔 ·“ 一 “ 一 〕 ,

。 一

丁
。一 , 一 , 一 〔 · 一 “ 、

。 一 、
‘ 〕 ,

二 一 ,

。 “ 一 “ 一 一 , 一 一 。

一 “ ‘ 一 卜 卜 。 、 。

一

丁丁
“ ,一 ‘一 一 。

。 一

丁了一
, 一 , 一 〔一 , , 一 。 、 〕,

一 芍 一



, 一

丁百
。一 ‘“ ‘ 一 ‘一 〔 。 , , 一 “ 一 〕 ,

〔一 一 ‘ 〕夕

二 一 。〔 二之 ’‘, 碑 一 盖
’‘ , 〕 夕 ’‘,

一 〔 , 。】 二品
, 二 “ , 〕 夕

’‘

二 。,“ 一 二。 一

二 夕 二 。二 夕

夕 少 一 “

二 一 二 一

“ 户

口。

。

三
、

刚性桩的积分方程的推导

如忽略径向位移的相容性 按文献 〔 〕的结论
,

径向位移的相容性对铅垂位移的解的

影响不大 并假定土壤与桩粘结在一起
,

则轴向受力的刚 性 桩 的 问题的边界牟件
,

可以表

为

, 斗 ,

尸二 一 兀

丁工 二

砰
, , 二 班

。
一

,
。 丫 , “ , “ ,

我们采用铅垂点力以未知集 度函数
,

则点 二 , ,

的铅垂位移为

“ ’“‘ 十

沿

。“
, “ ,“ ·

〕
轴 即 轴 的

,

内分布 图

户
仁 戈 , , “ 一 ,

。 劣 ,

式中核 二 , , 介

式
。

将 式代入

一

‘ 为 单 位 点 力 公 式

下

丁
, , ,

式
,

得

牙
。

一

·

式是一个一维的
、

非奇 异

第一种积分方程
,

可用一般的方法求解
。

解得

后
,

任一点的位移便不难求得
。

利用图 所示的真实载荷 左图 和虚载荷

的位移和应力场
,

根据平衡条件
,

就能得出

一 · ‘·

返 “
‘

门
,

鱿
’

山

谬
。

图 虚载荷沿线分布解轴向受力桩问题

右图 两种情形的桩以外的半空间有相同

一

一 一



应用
,

式计算与给定位移 牙
。 相应的作用于桩顶的载荷 尸 将较 式简便

。

四
、

可压缩桩的积分方程的推导

可压缩桩问题的边界条件与刚性桩的相同只是以
·

式代替 ‘ 之第二式
, 即 。

、、矛
、

牙
, 。 , 一‘犷。 一

丁
。‘ ·“ ,

, 。 一 ” 丁
下 , , ,

介 ,

旧
, , 一

‘ “ 。,

一 , , 。了‘。““

式中
, 口 , , 劫 为单位力作 用于

, ,

劫 引 起点
,

, 的 剪应力 , 为

桩的弹性模量 二 二砂
。

为简化计算
,

在此我们采用近似 的 公式计算 从
, ,

勺 幼
,

‘

眼

用 。 公式

, , , 毛 一 一 一 孟 一 一 息 尸贾

一成 、知 二 邑 一 是 乞 〕尸要一 邑 邑 石

·

式可写成于是
, 、

式中

,
, , “ , ‘ , ‘ ‘ , 一 牙

。 蛛
一

邵
。
为桩顶的铅垂位移

,

, , 二月 , 。 ,

户 八五尸 万

, , ” 了 缝
一

,
‘

‘抓
,。边月飞」

·

式也是一个一维非奇异的 积分方程
,

可用一般方法 来 解
。

对 于均匀的

半空间
, ·

式是精确的
,

此时本法归结为
·

式可以不必象 〔 〕那样采用迭代的

策略求解
。

五
、 ·

数 值 解

第一种积分方程的数值解法
,

通 常 是 简单地用离散的代数方程来代替
,

即
·

式以下式来代替
一 、

万

〔通 〕 了 ‘玉

式中 〔 〕 ”火 。 矩阵
,

为 , 列阵
。

其元 ‘ ,

和 砰‘ 分别为
’

。‘ , 一

丁
砰 “ 砰

。

砚少一 》么

△

月 ,

”

, ‘ , ,

马 一 ,
一

, , , ⋯ ,
一

称

通常
·

式是适定的
,

对于一给定的 班
。 可以解出一个唯一的 ,

‘

则相应的

一 母食一



月

”一 △“另乃 一

定出
。

类似地
,

式也用 〔通 , 〕 代替
,

〔通 〕的元 ‘ , 的计算亦同
,

只是以 刁 , , , , 多 代替
, , 才 。

下面给出刚性桩和可压缩桩嵌在均匀的和 ”” 土壤的计算结果
·

计 算在 ”

机上进行
,
取 ” ,

即桩等分为 段
。

对于均匀土壤
,

我们计算的目的是 比 较 线 载荷积分方程法与其他方法所得的结果的差

异
。

图 表示本文 的 载荷一沉 降 曲线与文 献 〔 〕的 曲 线 是接近的 , 对 二 误差

约 写 ,

对
,

误差约 纬
。

图 表示桩侧剪应办的分布曲线的形状也大致和文献

〕相同
。

图 表示桩底反力所占的百分比的理 论 计 算 的结果与实测资料的比较
,

对于

“ 一 实测资料只有在这范围内有几个点的资料 , 本文的计算较 文 献 〔 , 〕

更接近实测点些
。

所有这些表明线载荷积分方程法不但计算简单
,

对桩嵌在均匀半空间的分

析亦足够精确
。

, ‘
心

‘ ’ ‘ ‘ 吕

二 一

二 又二

、么尧落
,

一

即叨

名吕

卜

,

之

、杯
肋助

汾、入

的劝二

图 均匀土壤中的桩的载荷一沉陷曲线
·

一 〔 〕
浇

万 沐

二
。

卜、 、’、

‘

图 均匀七壤中的桩的剪应力分布

〔 〕

对于 土壤
,

图 的载荷一沉陷曲线和 〔 〕的有某些差异 对 二 时
,

误

差约 万 , 二 时约 乡
。 ,

但它却更接近 〔 〕和 〔 〕的有限元分析 见图
,

对 时
,

误差约
。

图 表示一轴向受力刚性桩嵌在 土壤 中 的 沉

陷场
。

从图中可见深度 的水准上的点的位移
,

大约 只有 牙
。 的 一

,

这样

我们可以检查在有限元的分析 文献 〔 〕 中采用 的水准的点当作没有 沉陷的

刚性假设是合理的
。

图 功 表示在 二 一 水准上的位移情形
,

本 文 的 位 移 略大于文献

〔 〕的
,

这是部分由于 〕的有限元 计 算 是 以 处为 刚 性 所 致
。

如 果文献

〔 〕考虑该层有沉陷
, 则和本文的曲线将更接近

。

图 表示桩侧表面剪应力分布随

而变化情形 , 当 增大时 ,

桩下层的剪应力将变得更大
。

这是因为桩愈长 ,

桩下部的
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刚性桩 。 。 土 二
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本文
、 ·

二 。

〕
口 〕
少 乙。才

。 吐一 乙二 川

图 二 土壤中的刚性桩的位移场
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