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提要
·

本文从湍流速度脉动微分方程出发
,

作为逐级近似方法
,

建立 了各级速

度关联和它们所满足的方程
。

对于要求解的给定阶的关联 函数
,

我们可 以截断这一

近似过程
,

而忽略更高阶的关联以及它们的方程
。

我们把曾在均匀各向同性湍流运

动理论中引入的准相似性条件推广到普通剪切湍流
,

并把这一理论用于求解在压力

作用下的槽流和平面湍尾流
。

在现在的工作中
,

仅考虑平均运动方程和二 阶关联方

程
,

并略去了二 阶关联方程中的三 阶关联项
。

理论和实验的比较
,

尤其是尾流
,

是

令人满意的
。

文中也讨论了理论今后的发展
。

弓 ,

基于不可压缩粘性流体的 一 方程建立的湍流理论
,

早在上一世纪 年

代就已经由 提出
,

他 的 重 要 贡献在于把湍流运动分为平均运动和湍流脉动两部

分
。

自 于 年文章发表后的四十多年中
,

关于湍流研究的主要兴趣集中在平均

运动方程的实验和理论上
。

研究从原有的 一 运动方程中减去 平均运动方程 所 得到的湍流

脉动方程及其应用等
,

尽管在 时期并未引人注目
,

但它却开辟了湍流研究的新方

向 〔 ,
。

自从 〔” 年的早期工作以来
,

已经发表了大量的文章 〔
‘ ’ ,

作者们是沿着

这一思路进行的
,

而这些工作主要在于建立二阶关联和三阶关联所满足的运动学方程以及寻

找它们的解
。

由于 一 方程是非线性的
,

因此湍流脉动方程也是非线性的
,

并由此导出所

建立的速度关联的运动方程组是不封闭的
。

到今为止的普通剪切湍流研究的主要工作就是通

过建立给定阶的速度关联和低级的速度关联的关系等来解决这个 不 封 闭 的问题
。

事实上
,

的平均运动方程也是不封闭的
。 ,

和 等的混合长

理论正是这种解决封闭问题的一些著名的尝试
。

大家知道
,

的相似性理论确

实给出了槽流和管流具有相当精确的平均速度分布
,

并 给 出 了湍流速度脉动强度的定性描

述
。

在我们的 年的文章中
,

提出了一个四阶关联和二阶关联关系
,

速度和压力脉动关联
以及关于粘性项等假设条件等来处理封闭问题

,

随着实验技术和计算机技术的发晨
,

在过去三

十年来的不同时期
,

为了给出理论和实验的更好的符合
,

关于速度关联之间的其它假设条件

也被提出过
。
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事实上
,

上述湍流理论中解决封闭问题的本身并非在理论上是满意的
。

首先
,

尽管所作

的给定阶的速度关联和低阶的速度关联之间的关系在数学形式上是协变的
,

但它们必须有实

验作为依据
。

其次
,

实验可以测量出更高阶的关联
,

而这些关联在这样处理的方法中是不加

考虑的
。

、

在 年的文章
’ 〕,

我们提出过这样的观点
,

湍流运动问题的严格解
,

应从

平均运动方程和湍流脉动方程联立地解出平均运动速度和湍流脉动速度
。

求得之后
,

任何阶

的关联
,

包括 应力在内都可以通过脉动的平均过程来获得
。

这个方法加上我们即

将要讨论的准相似性条件一起应用于均匀各向同性湍流得到了丰硕的成果
, 〔玩‘〕但是

,

由于

普通剪切湍流的方法是极为复杂的非线性的积分微分方程组
,

如今直接求解是非常困难的
。

此外
,

我们可以通过建立越来越高阶的关联函数方程
,

作为求解湍流问题的一个逐级近

似过程
。

为满足实际需求
,

可以在某一级速度关联函数方程组停止
,

并求其解
,

而忽略更高

阶的关联的作用
。

由于湍流是一个具有统计本质的物理问题
,

因此不可能把它简单地化为一个微分方程理

论中的边值问题
,

因此正如在解均匀各向同性湍流理论中选取一种符合实际的涡旋作为湍流

元一样
,

在普通剪切湍流中
,

我们也必须引入一定的物理条件
。

在所有这些条件中
,

准相似

性条件是很重要的
。

在现在的理论中
,

我们把曾在均匀各向同性湍流用过的这一准相似性条

件推广到普通剪切湍流
。

为了说明我们的观点
,

作为应用的例子
,

我们求解了有压力的槽流

和平面湍尾流
。

作为一种近似
,

暂时我们仅考虑平均运动方程和二 阶关联方程
,

而忽略三阶关联项
。

从

槽流的一级近似得到了 的相似性和结果
。

同样
,

对自由湍尾流可得到另一不同的

相似性
。

这两种相似性以前曾求出过 〔”
。

结果表明
,

槽流和尾流的平均速度
,

应力和湍流微尺度都和实验符合得相当好
。

尤其是尾流
,

结果更为满意
。

在文末
,

我们将讨论在二阶关联方程中被忽略的三阶关联的大小
,

讨论理论发展的前景

以及如何获得更高阶的关联而使理论和实验更好地符合
。

一
、

运动方程和准相似性条件

在解高 数定常不可压缩枯性流体的运动问题
,

如 沿 半无 穷 大 平板流动
,

的相似性或自模拟条件使得速度分布和实验符合得相当好
。

在 流 体 的 湍流运动

中
,

我们已说明这种相似性确实存在
,

但只限定于一定性质的流动
,

即对于不同性质的流动

存在着不同的相似性
。

例如
,

在剪切湍流运动
,

的相似性可以应用于壁流中在压力作用下的槽流和

管流及半无穷大平板流
,

而在 白由湍流
,

如物体后 的 尾 流 和 射 流
,

我们则有另一种相似

性
‘ ” 。

均匀各向同性湍流有和上述相当类似的情形
。

衰变的初期有一种相似性
,

而后期则有另

一种相似性
。

准相似性条件的引入把这两种相似性结合起来
,

使得湍流能量
,

湍流的

微尺度随时间的变化在衰变初期和后期都和实验相符合
。

对于普通剪切湍流运动
,

我们将假设一个准相似性条件
,

它包括上面讲到的均匀各向同



性湍流中的相似性
,

幻 么 相似性和 自由湍流相似性
。

在引入这一条件前
,

我们首先给

出以前曾推得的平均运动和二阶关联运动方程 〔
, ’。
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,
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。

注意到在二阶关联方程
·

中我们比文献〔 〕的
·

和
·

多给出了
, ,

这
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。

这是由于在
·

中我们取 乙外
。

为 乙
“

的级数展开所引起的
。

均匀各向同性湍流的准相似性条件是用涡旋 数
。

和涡旋尺度 表达的 〔‘ 」
。

它们和湍流速度脉动强度平方 。
’三牙 ,

初 与微尺度 入有关
。

这个条件也可根据 入和 尸 写

出为 见附录
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现在我们把条件
·
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。

以前我们指出过湍流速度脉动的相似性解可以假设为如下形式
〔’

’

, 二
,

、
切 , 甲 吸一飞一

, ‘刀
、 八

一

这里 。 一 。
“ , ‘ 一丽加 , , 入一 从 二

,‘ 函数 。和 入在均匀各向同性 湍流 中
‘

已 经给出了定

义
。

现在我们把它推广到普通剪切湍流流动
,

它们不仅互相有关
,

而且和平均速度的导数有

关
,

我们称
·

为普通剪切湍流流动的准相似性条件
。

在 卜 中函数 和 甲‘ 可以分

别解释为 侧 , 的 “振幅 ” 和 “相位 ” 弓。是坐标
二 ‘ 、一 , ,

和时间 , 的缓变函数
,

而 甲‘

是随 尸 迅速变化的
。

微尺度 入和流动的宏观尺度 相比是一个小尺度
。

应用由
·

给出的湍流脉动的表示式
,

我们可以重写 。‘ , “ ” ·‘ , 和 ‘ 为
,



月功 , , , 月邢 ,

“夕二 一, 二 “入 ‘ ”与一 , 一

”, 。一

干
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这里 。
’” , 。 , ’”夕 , ‘ , 和 ’‘ 都是近似地无量纲常数

。

它们的近似程度可由以前曾指出的方

法进行检验 〔”
。

从这些证明中
,

我们也可看出在某些湍流流动中
,

它们也可视为坐标的缓

变函数
。

应用表达式
· ,

我们可以估计方程
·

各项的量级大小
。

平均速度 , 和宏观

尺度 分别比起 。和 入为大
。

从 卜 和
·

我们注意到三阶关联的散度刃丽而丽是
比压力梯字和速度脉动 的 关 联 项‘

。为小
,

两者之比是 衬 , 项了面画石
一

一 般 说 来 比

,, 函了而二和 , 面奋丽石也要小
,

它 们 的 比为
,

因 此 在 一 级 近 似下
, ·

中的

而, 孙石是可以略去的
。

必须注意的是
,

尽管我们忽略三阶速度关联的散度作为一种近似
,

事实上 式中

的 ‘“ ,, 项还被保留
,

它是和这个散度项同量级的
。

保 留它可以得到和实验符合得更好的

结果
。 夕‘与、 , , ‘、

” 二 , , 和 夕‘几 ‘ , 等三个守恒条件将在附录 中给出
。

二
、

在压力作用下的植流运动

取 。 轴为槽流的平均 流动方向
,

与两壁平行的在槽中心的平面为 夕平面
。 轴分别垂直和平行这个平面

。

平均速度和各级速度关联都是 的函数
。

令 二
‘ ,
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,
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·

得
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,
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, ,
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。

计算方程
·

的留下部分
,

并且注意到方程
, , ,

和
,

时函数对 夕是偶的
,

而当

’ 。 ’与 。儿气。二

搜、 坛

·

中关于符号的改变
。

当 ‘
,

‘,

的 一
,

是奇的
,
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在
·
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, 吞 二 , , , , ,

和
,
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在这里
,

我们忽略了 式中的一般比较小的 ‘。的这一项
,

并记

二 , ,

飞
,,

飞, 沪场
‘ ,‘ ,,

,
, 飞 一 乍

上述常数满足附录 给出的守恒条件
, 和

,

我们有

今

子
‘“ “ ’ 。 丫

—万贾
一 认 一万一甘 一一了一 甘口 刀 几

“

在方程 中 取为零
,

准相似性条件

我们得

这是由于 对 是奇的
,

而方程 中其它项对 是偶的
。

中的常数
。 由于在均匀各向同性湍流中是小量

,

可以被忽略
,

孟一 , 一 二‘ 八

, 、 ,

二
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这里
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。
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,
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。

·
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一 ,
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’ , 一 , ‘

一

如果我们在方程组
·

中忽略三阶速度关联项
,

则得五个微分方程
, ·

中有 个
,

·

中有 个
,

用来求解 个函数
,

研飞而丁
,

而丁和 入
,

函数面而丁在平均运 动 方
程 中已经得出

。

因此在压力作用下的槽流问题是可以求解的
。

由于在槽流中
,

粘性作用一般比较小
,

因此可以略去
·

中的粘性项
。

从
·

的

第二个方程可以发现可 和 护 成正比
。

同 时 也 可 看出
,

在这个近似程度内
,

丽 与丽
‘

之

和可以确定
,

但不能分别给出
。

如忽略
·
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,
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。

从 这三



个方程可看出
,

如果忽略
·

和
·

中的两个常数 和
,

则我们即有熟知的 么

相似性解
,

这个解给出了和实验符合得很好的平均速度分布
,

但 和 入在槽的中心与实验

有较大的偏差
,

在远离中心区
,

理论解在定性上是和实验符合的
。 、
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· , ·
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· ,
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在
·

的三个方程中
,

我们先用数值法求解 ’和 ’
,

然 后 再 代 入 第 三 个 方程求解
, 。

在
· , ·

和
·

中的三个常数必须由
,

和 入的实验测量来决定
。

由于没有槽流 久的测量
,

我们采用一个简单的方法决定之
,

即取



, 二

用来求解
·

中的 ’和 入
’ ,

并利用初始条件当 ’一
, 入

‘

和 ’二

管的测量 〔
’ 〕比较得

与

。 一

利用比较 在 的理论值和 一 〔, ’

。

的实验值
,

可发现

同样把 一 和 〔‘’和 ‘空〕的实验结果在

。

从上述五个常数
, , , , ‘ 和

,

我们有

进行比较
,

得
,

一

秃
,

考鱼一
一

。

一
。

“ 一
。
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在图
, ,

中我们分别给出了理论和实验的比较
,

平均速度分布的理论值是和

及 的实验进行比较的
。

我们看到
,

和 一 在 的绝大部分

,

价

户可

一 ,

扭

实验

理论

图 图

理论
一

的实验

区域内和实验符合得比较好
,

只在紧靠槽流壁面的区域里
,

理论值比实验值为小
。

这是由于

忽略三阶关联所造成 的
。

如 果 考 虑 三 阶关 联
,

则 结 果会好些 〔
‘ 」。 在图 中

,

我们把
。 一 的丽丁

,

面丁和丽万的实验相加给出了
’。 因为没有槽流 入的实验值

,

我们在

图 中给出了 关于 入的圆管实验值作定性比较
。
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图

理论
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三
、

平 面 湍 尾 流

现在我们把普通运动方程
· , ·

和准相似性条件
·

用于求解无穷圆柱后

的平面湍尾流
。

选取 。 轴为流体抵达圆柱前无扰动时的速度
。
的方向

。

为了便于应用一

般相似性条件
,

我们考虑远离圆柱的下游运动
,

这时要求 二 。 幻 》
。

现在我们的条件为
。 , 。,

这里 是圆柱直径
。

重写平均速度 二 ,

关联张量 硕可 ,和微尺度 入如下
, , ‘ , , 、

、
‘ 一 ’ 工一 石可 了

, ,’

切 切 二

—
‘ 月

一

孟
戈 戈 。

月

入一召 十 , 。 助

这里 一 二二二二二二二二二二二二二 ,

甲
。

“ , 二 从
· ,

湍流 数
,
为

,

一
‘ ‘ “‘ 。

一

根据现在的近似
,

平均运动方程
·

给出

十 厂 一 几
一

八 人
月

了了一月一

一一’

积分 得



月

一
。

在二阶关联方程
·

中
,

忽略三阶关联作用后
,

我们有

九一八
‘

常数
, , ,

, 工 月 ,

, , 个 ’‘一丁 “ 一 一 了一 止 “ 十 不 十 下
仄‘

一

‘

工 , , , ,

寿
, ”了 ‘, 十 百 ” ”二 一 “ ‘了 ‘

一

个下丁了了

,

月 ,

,空 一 一 二 生竺 二二二
一“ ““‘

’ 十“

竿十瓮 鱼艺
一
‘

,

晋‘

与
,

一
, ‘

十 , 一一于一 十
夸一

一 感 ‘

,

和在
·

中的定义具有相同意义
。

“

在自由湍流中
‘

式的粘性项必须保留
。

把
·

中的第一 第三和第四个方程相加
,

则得湍能方程

尸一尸一凡
,

,

, ‘ 晋矛丫一
,
产 ,

“ 丫

尝
这里我们利用了附录 推得的守恒条件 , 和 是常数

。

在准相似条件
·

中
,

由于均匀各向同性湍流中的 。约为
,

而湍尾流的 ‘ 约

为
,

因此
。 ‘《

,

在此条件下
,

准相似性条件可以近似地写为

一

会十
“ ‘ ’‘” “ ‘ ”‘

,,

从
·

和
· , ·

的第二个方程为
一

手
一 ‘一

命
·

贵
” 儿 一扣

一 一

在求解这个问题中
,

作者 仁” ’注意到对 ”较小的条件下

一 ‘”,一 。 一 口刀 ·

是
·

式的一个近 似 解
,

其中
。 和

都是常数
。

同时注意到当 月较大时
·

式仍为一个近似表示
。

在这个 月较大的范围

内
,

近似为常数
,

得到了以前所得到的

结果 〔”
。

他利用 作为一种近似值代

入
· , ·

和
·

式去求解
,

和
,

然后再从
·

式求 九
, ,

八 和

介
,

把这些已求得的结果重新代入

式的右端
,

再求进一步近似 ” ,

这个迭代

过程的重复可以得到第二个近似
, , 、,

八
, , 。 ,

它们和第一次近似相差不大
。

在

图
, , ,

和 中
,

我们给出
, , ,

。。‘卜价
一

之丫
乙 · , 。 ,

喇
呼

解

甲幽

︸

,工仗甘
,﹄

、口

一﹄吸口﹄

图

实验
理论



’ ,

司 和可理 论和实验的比较
,

结果是令人满意的
。

图 和图 给出了 。镇月 时 久

和 的性态
。

犷 戈 凡

尸 矛 三产
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叮

默
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。
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一

图
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图
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,

。 一生二二
,

舀 了 己

叮

亡竺一
,姗
。

‘ 凡几

‘八亡马,

‘

图

四
、

讨 论 和 结 论

从和实验比较中我们可以看出
,

平面湍尾流的解比起湍槽流解更好一些
,

其原因是由于

我们仅用了平均运动和二阶速度关联的方程式
。

事实上在 年代
,

我们就曾用这种方法处

理过自由湍流 见文献〔 〕所引的参考
,

并得到和实验定性符合的结论
。

但现在的求解过

程同样也可应用于求解壁流
,

一

如槽流问题等
。

根据二阶速度关联的运动方程中三阶项和其它各项的比较
,

我 们 认 为它们一般要小一

些
。

但是
,

进一步的详细分析表明
,

在槽流和尾流的某些区域内
,

它们和方程中的其它项比

较可异有相当大的值
。

为了改进理论的精确性
,

这也正是我们在附录 中的守恒关系 ’

了枯‘。中保留 。‘ 和 丫这两项的原因
。

从现在壁流和自由流两种不同类型的湍流的求解中
,

我们认识到在处理湍流问题时准相

似性条件起到很大的作用
,

并可大大地简化求解手段
。

现在所用的求解方程中的截断方法是

一种近似过程
。

显然
,

这个过程的进一步推广不仅可以得到和实验符合得更好的结果
,

而且

可以去求解更高阶的速度关联
。

最后
,

我要感谢谢象春
、

陈十一和黄永念同志
。

在进行这一项研究工作中
,

他们曾和我

就基本概念和计算方法等方面开展了许多讨论
。

关于平面尾流的解是陈十一同志的硕士论文

的概要
。

此外
,

我尤其要感谢谢象春同志在求解槽流问题时曾给予的协作
。



附 录

均匀各向同性湍流的相似性条件由下式给出

上卒
一卫竺

这里 和 分别作为湍流元的涡旋的特征尺度和特征速度
〔‘ 引 , 。

是涡旋雷诺数
。

在涡旋

角动量守恒条件下
, 函数 与 。 之间有关系式

。

毗一

其中
。 , 。
是常数

。

速度脉动的均方值假设为

。 一旦
一 。 。

—
舀

这里 是无量纲常数
, 犷 是具有体积量纲的常数

。

湍流微尺度 入 的定义为

从
,

和 我们得到

二 一
入

八 一 二二

—考虑到
,

和
,

准相似性条件 乃成为

入 入
“一

渝 卜
“

这里
。
是常数并由下式给出

一

丝丛丝 全如旦
,

犷

附 录

在计算守恒条件 ‘与右‘、
, ‘与黔 和 ‘枯‘。前

,

我们先考虑积分
,

合丽
一

命呱’
,

又丽 , 而万
, ,

小 三匕 尸

叮
门一

—
纽、

兀 从 ,
珍
‘ , 万

‘ ”

才 一
‘ ,二 , 。卫一 尸

参考文献 〔 〕中的
·

式 中的被积函数
,

〔
‘

件
, 功

, ”功‘ ‘
, 。〕

‘ ,

其中
‘

几 文 〔 〕中的 对 毛 的级数展开
‘

尸
。

件
。 七 件

,

于是 成为
‘

件
, 、 切‘ 切 , ’, 二 ,

咋
, ,

’”功 , ‘ , 。

件
。

俞瓦万二 性
二
〔而不不、

‘ ,

各‘ 毛何石万
, ,

二 〕

一 一



因此

, 。功 , 亩
, ‘切 , 九 ‘ , , 。 ” , ‘ 件

。 ‘

月

用 户
一

专皿〔
‘沪而刀

‘ , 用 、

俨‘ ’
‘ , ·‘ 〕 厂

‘

尧 六如而讯
二乙舒动而

‘ ,

二“,

乙〔 切
‘ ”叨 ‘ , 二‘ 叨‘ ”切 , ‘ ,

二 一〕一 酬

“‘ 一

命皿改而可 动
,二 · 十刃奋画矿而硕

‘ ,二 ·‘〕

我们有

厂
产

面玩矿 一
、

俨瓦
。’中梦刀

, ,

切‘ 叨‘ ”切 叨沉功 月 切 ”中加 几 月 , ,

其中七了 “ 一 ‘

因此

。 邑‘
— —

一 下 —八

功
‘ ”切‘ ’,二

,

中今
一 戈花石面一
勺一

中月
,二

一

——一
丸 娜

““ ’
‘ ”切 ‘’

‘ , 二

一
一

巍元厄补
一 “中 ’ ”‘

, , ·

另外
,

从 我们有

命
, 。 一

器护
了 , 。 “

命
‘小 ” 了

,

。 , 。一“ ’”‘
,二 ·

劣尧
田‘“ 叨‘ ”却‘ ‘

, , 二哎
中 , ” , ‘ 。 。 。’

几丫 ‘ 赤
‘, “

,

二 · ’厂“
’中 ” , ”·

由于守恒关系 。‘
,‘一 。,

我们得

”一

洽
,, 二 二

需于护
了

,

。 。

盖
一 护 ,。

。一 。 中一
,

,

。一

命
, , 。。一

斋导
,

”

气,
· 。

价
‘, “

”

气。
·

,‘一 “ ’‘
”

气

从 的三个方程和 的两个方程
,

我们有如下三个守恒关系

。‘ , 。·二 ‘ 一

子见
, ·‘

,

二 ‘

上式具有量级 入
“

令
、。一十贬爵护仁

二 。“

洽
‘’ ‘〕华

。了·⋯
二‘

一贵览卜
, 一 “

·

〔爵护
‘一 。

赤
‘, ”‘

, ·
, ·

〕卫答



其中第一部分具有量级 入 “
,
而第二部分的量级为 久

“ “ ,

、犷。““了一命〔荟
一
见中

, · 二 。
护

附

—
一 十 、一

冲净

‘一 中‘ ”气。
。

上式可用另一形式表达

几 , ,
一下二一奋一 “ 护

,

一矛一 甘
口

一

这里 和 丫是近似常数
,

是一个尺度
,

。 , 谊 币 。
。

场 一 一二二,了 协 丫
乙兀 以户

和 分别为

犷
产

,

, 。 ·‘一 十
厂
’

由于湍流速度脉动的相似性关系
·

和由它推得的结果 和
,

因此当我们

忽略 量级时
,

则如今产格的守恒关系 和 变成文献 〔 〕中的
·

的近

似式
。

今 考 文 献

〔 〕
, 。 , ”。 。 , ,

一

〔 〕
, 。 , 才

。 , ,

一
。

〔 〕
, , , ,

一

〔 〕
, ,

一
。 , 。’ , 人。 叨 , 一

、

。

。

〔 〕周培源
、

黄永念
,

中国科学
, ,

一

〔 〕黄永念
、

周培源
,

中国科学
, ,

一 , 一

又曾发表在
。 。

与
。 。 。 , ,

一

〔 〕周培源
,

中国科学
,

一

〔 〕
, , , ,

一

〔 〕 , , 才 八
,

由于在槽流中元 入的观测数据发表
,

我们用管流中的实验数据作定性的比较
。

〔 〕 一
, , , 。 。 产 。

〔 〕 , , 夕 犷
。
夕
。 。

〔 〕
, , 夕 八

。
夕

〔 〕陈十一
,

硕士论文
,

北京大学力学系
。

〔 〕
, , ,

一

一 一
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