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提要 本文在 峨奴卜 方程的荃础上 ,
把非高斯矩方法推广到更具有一般性的非

线性系统
,

用来研究非线性系统对高斯白噪声激励的响应 此法是一种有实用价值的方法

它对系统的非线性没有限制
,

而且 , 适用于平稳和非平稳情况 对本质非线性问题
, 仍能达到

较高的精度
, 数值计算也是方便的

。

一
、

前 宫

根据非线性的程度
,

一般把系统分为弱非线性及强非线性 本质非线性 两类 对于

强非线性系统
,

其非线性特性占有主导地位
,

与线性系统相比较有本质性差别团 用等效

线性系统代替强非线性系统会有较大的误差。 ’ 这意味着用统计线性化及高斯矩方法

求解强非线性问题有时达不到较高的精度 因此
,

促进了非高斯矩方法的发展

本文在文献 〔 和 的基础上
,

从 一
方程出发

,

把非高斯矩方法推广

到非线性更具有一般性的情况
,

构造出 方程在矩方程意义下的近似解 统计线性化

方法
、

高斯矩方法和 的结果旧都是本方法的特殊情况

二
、

非商斯矩方法

对于非线性随机振动系统
分 , 分 。 ,

·

其中 为 和 分 的非线性函数 为调幅函数 , 为平稳零均值高斯白噪声
,

其相

关函数为 , 幻 占 动
,

战口 为单位脉冲函数

根据 。 型随机微分方程理论
,

系统 的二维转移概率密度函数满足著名的

方程
‘

一
,

—口
一

口

。 , ,尸

一
— ,’ 吮 , 兮

口二 口劣生

二 ,
朴 , , 二 一 冲 气 一

其中 二 , 幻
」

朽 。 、 吞为常量
,

是系统的初始状态 朴 , 勺 , , 为转移概率密度

求解方程 相当困难
,

至今只找到了几种特殊情况的精确解 尽管如此
,

由于

式给出系统响应最基本的概率描述 , 所以研究 方程有很重要的意义 非高斯矩

本文于 弓年 月 日收到 , 年 峪月 日收到修改稿



力 学 学 报 , 年 第 卷

方法就是一种 方程的高阶近似解法

把系统 响应的转移概率密度函数展开成如 式所示的级数形式

“

一
, 、班于筋石而 卜合

,‘ ,‘,
·

息
二 ,川

其中 , , 一 尸 , ‘ 产 , 喊 一 , 一 那 , , 友
, 一

夕 , 、

斌 且知
, 。 二 ‘。 ,

习 这里
·

和
·

分别为 ‘阶和 护阶 正交多项式

利用 式把 方程 改写成

、产月,了、

、、声

甘

、 口 二
‘ 、 一 二一 二尸

, , 二一 二一 〕, 二丁一

价 , 口

丁 【丙 脚
口

邵 , 内
,

, , 了神

对于任意权函数 沙 , 儿 下式成立

口 而〕护
石又一 不 一 研 万万
叭 丙

二
, , , , , , ,‘一“ 一 ”

,

根据 式及 。 多项式的正交性
,

把 价选为双重 多项式
,

即

沙 , , , ‘ ‘ , 冬 孟

则有

二‘ , , ,‘一‘’ 一 。

拌 , 一
,

, 一
,

方程 是响应向量
,

及 产 , 产 , ,

丙

不失一般性
,

设

脚 一 , 一 。

铸
,

’

的一组特殊的矩方程
,

可用它求得 式中的
‘

,

勺 口 。二刁 , 二 吕

且令
, , 友里 。, 一 飞

,

计算 式中的各项 有关 而比 正交多项式的性质见附录
,

有
’ 矶留 丝巫 , 肠

一
一

口

, , , , , , , 、 ,

口
奚 誉舟

一

一产两 一 , 一 拜 , 沙,

宁一 沙藏碑夕‘ 夕
一 。

’ 一

川
一 ’

一
’ 一 ’

一
一

卜

一
、

一

生 斌 。,衬公 产 , ‘, 认“落一 护口 口 减,卿
,︸曰‘胜,,产性性性碑

色
口

友 卜
, ,

生 左 划 左以 一 汉卜
, ,‘ ,
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按照上式的推导方法
,

还可得到
, 、 , , , ,

一

少落 毓箭‘ ,

一 也
‘ , ,

二 一 二 ,

一
‘ 。 ,

吼 仍

, , , , 。 尸
,

一“蕊研 亩寸 六
‘

才如 , 一 鱼 才二‘ 一 二 妇

氏 价

「「
, , , , 、

口
,

、龟 牡庵口矛一 气仍 宁 两少 二一 ‘朴
一 , , 夕

一 色友才卜、‘ 一 巫 友 。一 , 友 一 一

口几 口

一 生【
“

‘

衬、留 旦互鱿里‘二 ,

‘ ,

外 一 , 口

落州一 汇声二 , 。 二 , 二 价喇夕, ,
︸户百曰

一内
工

一 三 , 脚 口脚 才 。
, , 一 , 五 刃 汉 。 , 一 友汉卜、 一

场 汤

, ‘ 。了

“ 一 ‘ , 。
,

卜 ,

瓮二‘

一
, ‘斌一瓶“ , ‘ , ,

“ ,
·

,‘ ,

一 二岌
‘拼‘】

影
‘一‘

一
丝簇旦 , 。, ,二 。

根据 一 式
,

式被整理成

才。,‘ 二 交口 。 , 掩一 才卜 , 巫 才。
,‘ 一 才 二 】

一 妈

一 , 友 , 卜 才。一 一

兽夕, , 卜 友 。一 一

‘
,

处

。 。, , 一 ,‘ 一
一

时
赴, 一

朴 , 幻 落玛
一 。卫丙 为

矛性、下」
一产百」产,

时几
十

色 松卜 , 应 。一 一 兰材 。一
价 价

兰
一

栖 肋 一 一 。

产 ,

, 。,

脚 一
, 。 价

友 神

截断 式中的级数、构造 阶近似转移概率密度函数
,

如 么拓 式所示
。
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一 一共 下
。 。

卜 生 , 、 ,

二口 , 仁 几弋 」

矛

艺
‘ 。 斌川

从方程组 匀 中取出相应的方程
,

解 式中的待定参数 “ 、 、

价
、

脚 和 脚
,

即可得到 方程的 阶近似解 这就是非高斯矩方法的一般形式

方程组 关于
,

和 丙 是非线性的
,

关于 。, , 是线性的 对于非平稳情况
, 该方

程组是常微分方程组
,

在平稳情况退化为代数方程组 显然
,

当付较大时只能用数值法

求解 求得转移概率密度函数
,

即可得到系统随机响应统计特性的基本描述 如果 足

够大
,

可指望达到较高的精度

如果对系统响应特性有足够的了解
,

式的级数可作相应简化 例如
,

系统仅为

刚度非线性
,

取下列形式的级数对于减少计算量和提高精度都是有利的
。

。一 井
一 。

乙汀 仍

这乃是文献【 所研究的情况

, ,

一 一 厂 月 巧
‘

洲
,名间

令 等于
,

则 式定义的概率密度函数退化为高斯的 按照 式可导

出以下结论 在平稳零均值情况下
,

统计线性化方法和高斯矩方法乃是 等于 的非高

斯矩方法 当 大于 时
,

非高斯矩方法通常比统计线化法和高斯矩方法取得更好的结

果

顺便指出
,

令 畏一
,

。,

在平稳情况 , 按 巧 式可得到 脚 ‘ 这意味着 无

论非线性取何种形式
,

在平稳状态的速度均值恒为零

三
、

非高斯矩方法的两种特殊情况

二线性平稳情况

此时
, ,

由 式能导出熟知的结果

司 刃 试 一 ”口 ‘ , , ,

钾 。

刚度非线性的年稳情况

此时
, 气

,

朴 人 , 孟 ,

方程相应的精确解

一 汁
, , , 一

万
,
一 、

, , 、

一 立 刀 一 七 愁
、 ‘

扣
一

其中 为标准化系数 如果取 一 了万
,

便是文献 所研究的情况 利用 和

式
,

得到方程组

尹
八友

,

一 一 飞八 掩一 , 二
二 ‘

· 一 ’“‘ ‘ ’以‘ ’

左
, ,

一
孟 刃时

由此得到

仍

冬。 , 一

、
、 、‘ 气 少 、 “基 , 选

一 万 ‘‘一 , 。 主

坛产
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以上结果与文献 完全一致 可见本文的方法比文献 【 更具有一般性
,

是对后者的

推广
。

四
、

应用非高斯矩方法的实例

例 研究具有精确解的系统

人即

、

二 尸
,

二
刀 沙

乙 ‘
’

其中 为标准化系数
, ‘ 为常数 由于系统具有对称性

,

因而 拜

一 灼 。 这时
,

在平稳

情况的 式为

一 争
‘ 卜 一 ‘ 卜卜 ,一

口 一

试
花

,

一

一
一一

· ,一 , 搜 试 ,
, , ,

,几一几

一
, ,

, , 一 一 一 一 ,
,

卜。

, , , , 、
、

,

十 一 才仍 刁 汤 “ 宁 火乙气 个 少汽 户“ 宁 气 气 一 刁 通一‘

一
, , 一 一 友 ,

, ,一

一 认 左一 卜
,

卜

对
, , ,

四种情况求解
,

数值计算结果列表于后
。

,

岭‘
·

,

偏
。

’

,

,

‘

‘ 一
,

岭
, , 一

,

,一 ,

偏
二。 几

, 一
,

刁 。
·

,

, 声 一
,

。,

一仇参 斗

才。,

一‘

, 。

一
神

,

一
。, 。

。 , ,

一

‘

且有
, 价 一 仍 ‘

“

注 , , 击 , ,

汤一 。工当 ‘或 护为奇数时

一 分别为二至八阶近似解
,

根据 式
,

得到均方值的精确解

此 夕邓

将其与各阶近似解对比
,

的结果最差 后者是统计线化法和高斯矩方法的结果

当 增大时
,

按本文方法给电的笋界连笋改善‘ 当 一 “时
,

结果已相当好
·

图 给出了高斯矩方法
‘

可‘ 和非高斯矩方法 “
‘

的奋维概率密度的图形
,



二

飞之气
精解

、之、认

并与精确结果作对比

例例 具有滞环特性的非线性系统对平稳白噪声的稳态响

非线性系统的运动方程为

‘、少二、丹︸习︸工
分 十 粉分 十 二 , 幻

其中 气
, 朴 表示滞环特性

,

取图 所示的形式

必 时
,

对应于下枝 九
。

且有关系式
二

为应用 式
,

首先计算积分

当 分 时
,

恢复力对应于上枝
‘

一人 一

汀 一 毖
· , ·, 、 ,

咖
·‘。

了 柑

属
〔‘ 一 一 ‘ ,“

万·‘一 ,一 , , 、 ,
、

其中

,’
才 一

法明一州 ‘·

立淤
‘ 洲一’

恤 ·

根据附录中 式
,

计算出积分

。‘ 一

法
‘ 一 ,““尽一 , ”‘。

一 “
盈

。
, 去

洲一‘“ ‘ 、 二 ,

。。明
。 一权 。



第 , 期 刘 强等 非线性振动中的非高斯矩方法

了
, · 一 , 。、研一‘’ ‘ , ,

。 , , 一
, 。 , , 吞 , 。, 一

, 二

一 。, , , 价掩 一
, , 一

, 一 , , ,

几 , ‘ 。 , 衷 。‘ , 。 友卜
,‘ , ,

月
·

则有
。 , , , , , 。, , ·

式中 。 。 几 ,

可几 ,

禹
, ,

分别为分段线性函数 图 的斜率及截距
“ 气 , 丙 如附录中 式所示

由于系统的对称性
,

有 两 构 。,

“ 当 十 。奇数时
,

综合 一

式和 式
,

得到

一

钾
‘ 卜 ’ “ 卜 一 , 一

竖华“ ,

十 , 汉 。, , 一 汉 。
,

卜 主 ‘件 一 。

附表中给出 的两个数值结果
,

并将其与高斯矩方法的结果比较
,

最大的误差 叭 达

到百分之十四 特别
,

当 时
,

式退化为

一试 叭‘留

一 , 屺 价 盆,

对应于足够大的
,

和
,

可算出

‘留 。 。 ,
、

说护。 几了元 。

则有
。孟 ”,

一

试 峨 斗

能与线性情况的结果一致

附衰 滞环非线性系统的随机响应

汉 ,
, 一

, 一
· , 才 ,

,
· , ·

石二
· , 刃 ,

·

刁 ‘ ,
, 一 ,

· , 才 , · , , ·

五
‘

,
· , 刀

。

一 “
· , 。

今

, ,

· , 一 二 一
· , ,

。

一
· ,

斗

。 ,

‘ · ,

。 ,

口 ,

,

二
。

。 一
。

月
。

由以上二例可看出
,

非高斯矩方法处理本质非线性系统的随机振动问题有明显优点
,

比统计线性化法和高斯矩法准确 数值计算也方便 象具有滞环的较复杂的非线性系

统
,

此法也能得到令人满意的结果 因此
,

对于计算精度较高的非线性随机振动问题可用

此法求解
。
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五
、

多自由度非线性系统的非高斯矩法

前面介绍的单 自由度非线性系统的非高斯矩方法能推广到多自由度情况 为简单起

见
,

此处仅介绍平稳情况 为此
,

将系统的运动方程写成状态方程形式

矛 子牙 十 石留

其中 牙,

了为 。 维向量 石为 , 维常向量 留是平稳零均值高斯白噪声
,

其相关函数
。 占

与系统 相应的 方程为

“ 劝 一 馨最
,尸 一 艺

口
,

石石

取近似的概率密度函数为

王

斌云〕
’
。丙“

’

“ · 卜合。 ‘

一
‘风风 ⋯ 乳

·

其中 , , 二‘ 一 那‘ ‘ 升‘ 、,

时 一 邵‘ , , ,

⋯ 闭 , , 夕
,

‘ ·

为 ‘阶 正交多项式 令

⋯二峨呱
,

⋯呱“ ‘ ’“ 一 。

将 式代人上式
,

经过分部积分 式可化成

郭 几誉峨璐
‘

”巩
,一 “

’

珊
·

十 艺
, 丛巡交

口 价
⋯ 一 卜

·

一 ⋯ ,

川丛卿尸
, ,

⋯
。

一 。

护

留
·

习

十

其中
了, 才

一 众
, 一

立
‘ 一 、 、二 ,

式表明
,

求多自由度非线性振动系统的随机响应可以用非高斯矩方法
,

但计算盘较

大

附录 关于 面 正交多项式

定义式

一 ,

了
一

竺
一

言

, 一

劝
·

性质

荟
·

‘二 , 一
二一‘ ,

,

一 一
,

, 、
‘ , 一 。 卜

, 二

·

书广
。

川 。 口一 , 讨 一 。

‘
丫 兀
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异 一
’‘’“ “ ,一‘ , ’ 一 , 一 ’ , ‘ , ·

抽日盼

关于积分
, ‘ , 乡 一 ‘

洛一 ‘ 二 。“ 二 , 。 ,

‘兀

·

当 。 时 , 对上式分部积分
,

则有
一 , , , 一

拱
。一 。卜 , 一 二 ·

丫 叮

十 一
, ,

一
‘

重复运用上式
,

得到

一 。 , 一 , 二 , 份鱼 , , , ,
, 砂

一
」

, , 二二 月一声口 刁月 一
丫 河 二石 气邢 一 夕里

, ’ ‘

口 巨

俩 ‘ , 一

洽燕

脚

娜
’

一 护介

, 一 , 。一 ,一 ,

一
’

·

咭

。 , 一‘ , ‘ ,
招 , 月
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