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一种新型的平板弯曲单元

丁浩江 周卫宇 孙丽波
浙 江 大 学

提要 本文依据二类变量的广义变分原理
,

构造了一种新型的考虑横向剪切影响的任愈

四边形四节点的板单元 这种板单元对板的厚度有相当宽的适用范围
,

且可得到显式的刚度

矩阵
, 因此具有通用性好

、

精度高
、

计算时间省的特点

一
、

引 言

本文建立单元的方法是基于“ 杂交法 ”和“ 混合法 ”的思想
,

但又有所不同 应用具有

三广义位移的平板弯曲理论的二类变量广义变分原理
,

位移模式及内力模式可预 先独

立地假定
,

结果可使弯矩与位移具有同样的计算精度 与“ 杂交法打不同之处
,

在于内力不

用事先满足乎衡方程
,

这就要比“
杂交法 ”更方便 而与“ 混合法”不同之处

,

不是直接用内

力作为未知量
,

而是与杂交法一样采用一组无明显物理意义的内力参数作为未知最
,

通过

一些变换
,

可得到显式的刚度矩阵
,

这样不仅减少了形成刚度矩阵的计算时间
,

而宜提高

了计算精度

平面应力单元曾由 和李明瑞研究过
,

这种单元比常用平面单元具 有

精度高
,

计算量少的优点 本文研究平板弯曲单元
,

它除了具有上述优点外
,

更具有同时

适用于厚板计算与薄板计算的特点 在“ 薄板 ”问题中
,

横向剪切变形是被忽略的
,

其变形

完全 由位移 , 描述
,

依据薄板理论
,

已经提出了许多平板弯曲单元
,

这些单元不适宜应用

于要考虑横向剪切变形影响的场合 依据三广义位移平板理论来构造的单元即 , ,

能适用

于较厚的板
,

但当板变薄时与经典理论相比有较大的误差 显然
,

设计一种板单元
,

而对剪

切刚度有相当宽的适用范围
,

将是有意义的 特别希望当剪切刚度趋于无穷大时
,

能趋于

薄板理论解 本文依据的变分原理中具有剪切余应变能密度 ’
,

这一项
,

当剪切刚度趋

近于无穷大时
,

这一项便会自动趋近于零
,

三广义位移理论便回到经典薄板理论 因此基

于此变分原理建立的板单元对于板的厚度具有相当宽的适用范围
,

本文曾计算了厚跨比

为 至 的若干情况
,

均得到满意的结果
,

说明这种单元对于板的厚度具有相当宽

的适用范围

二
、

有 限 元 公 式

广义势能

三广义位移平板弯曲理论中的二类变量的广义势能〔

本文于 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿

李明瑞
“
建议一种新型的四边形四节点平面单元 ”待发表
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一 二 一 土 、
甘 、

。 一 “ 十 、守的“

口

式中
。

是外力已知的边界
,

已知位移假定已满足
,

各矩阵记号与文献 〔 所用各量的关

系是

月夕

一

二 , , ,

尽鱼
’

二 , , 二 ,

口
,

旦鱼艺 鱼丝 旦鱼
。夕 ’

。 头
’

, 丁

留 留 丁

瓦 一 “
,

可 一 叼 “ ’

, , 价
二 , 沙

产
, 。二 , ,

一口
。 ,

丽
二 ,

丽 , 了

口 一

一
,

一 , ,

一

一 ,

盆 位移及内力模式

设取单元形状为四节点的任意四边形
,

以对角线的分角线作为局部坐标系
‘ ’ ‘ ’

夕
‘ ’ ” ,

然后以单元形心 。‘

为坐标原点
,

将上述坐标系平移到 。 ’

建立单元局部坐标系 。’

丫丫
‘

坐标变换关系式

’ 矛 一

犷
沪

其中
且

币小币

一 币

月

一
币

一 城 价

价

价

二 , 了 币
, ‘ 。, 夕。

为单元形心 口‘

的坐标

单元的广义位移场可用节点广义位移插值求得

’一 艺
‘斌

‘

其中 『 州
,

沙 , 巾 , 了 为节点广义位移

、

一一狱

七
, , 是 自然坐标

。
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利用同一插值函数进行坐标变换
,

则

’ 习 风戈 刀 ,
‘ ”

在单元内独立地定义应力模式
,

,

其中

’一
, ,

补碑转 不
“ , 伪 , , 久 , 。 , 价 , 价 , 气

, 丙 ,

气
, 。

为 一组参数 为一五阶的单位矩阵 而

夕

一

⋯
,

,

,

才 ,

刚度矩阵的导出

在 。’

丫’了 坐标系中
,

单元曲率可表示为

’ 习 刀二属

其中

,浦斌 一

, 二 ,

, , ·

一丛了

一 ,

一

一从
, ,

一 ,’
,

一 ,

各单元的势能可表示为

习 斌 一 三 矿 一 艺 斌 尺

其中

《
, ‘口

口尸

“
几

‘ 一

妙”
““ 一

。

”
‘“

由 几
。 ,

可得
《 丁 君

, , ,

习《‘
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由式 解得

一 衬
一 ’

艺 ‘ 占

再回代到 式中
,

可得

习 戈属 尺
沙吕

其中

尺 , 《
一‘

为坐标系 口份 ,’了 下的单元刚度矩阵

毖 , , ,

, , , ,

最后将其化成为总体坐标系 。刃 下表示

习 式 , , 一 况‘

吕

式 , 了

群浑
,

, , ,

, 了

然后组装成总刚
,

总载荷列阵
,

即得方程组

尤 斗

在解得 之后
,

代人 式
,

可求得各单元的
,

由此可得出各单元应力的表达式为

一
’ 一‘

艺《

其中

一

⋯
价

’价

币

币

一 币

币

,

⋯一 乙巾 一 一 艺巾 价

价 一 价

价 价

等效节点力的计算

风 户 龟
其中

, ￡一

妙
“几“

一口
,

些
一 、

州 卿 吵
‘

一

三
、

算 例

例 承受均布及集中载荷的四边简支及固支的方板

方板边长为 乙 ,

厚度为
,

根据对称性
,

仅取四分之一板进行计算
,

采 用 网格

考虑外载为承受均布载荷
。
和板中心处受集中力

,

边界条件为四边简支和固支的
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几种情况 分别计算了在 叼乙
·

, 。 几, , ,
,

、 ,

等七种不同厚

跨比情况下板的中点挠度
、

中点弯矩及边中点弯矩
,

结果列于表 表中所列的八节点等

参元切
一

及文献
,

〕均考虑了横向剪切影响
,

文献 是四节点 自由度板元 文献
〕是基于 沈 理论

,

简化得到的考虑横向剪切影响的矩形板弯曲解 文献上 雨是

依据三维弹性理论所得的解 文献 吓 采用了 的中等厚度的平板理论
,

七阶多项式

位移函数和十个广义节点位移 板的挠度及弯矩可以分别用以下形式表示
’

, 乙〕 ‘ 、 。 , , ,, 。 ,

即 一 “

言丽
, 即

万
,

一 “ “
, 户

农
一

受均布截荷作用的简文方板

中中中 心 挠 度 系 数 中 』合奄矩系数夕夕

帝帝 巡巡
本文文 八节点点 文献 文献 文献 文献 薄板解解 本文文 八节点点 薄板解解

等等等等参元元元元元元元元 等参元元元

。 。 。 。 。

。 。 。 。 。

。 。 。 。 。 。 。 。

。 。 。 , 。 。 。 。 。

。 。 。 。

防
。 。 。 。 。

。 。 。 。

峪
。 。

。 。 。 。 。 。

表
一

受均布载荷作用的固支方板

中中中心挠度系数““ 边中点弯矩系数月月

俞俞 巡巡
本文文 又节点点 文献献 文献 斗 文献 薄板解解 本文文 八节点点 文献 斗 薄板解解

等等等等参元元 等参元元元元

。 。 。

一
。

一
。

。 。

一
。

一
。

。 。 。 。 。

一
。

一 一
。

。 。 。 。 。 。 。

一
。

一
。

一
。

一
。

三三

。 。 。 。 。 。

一
。

一
。

一
。

一
。

三三

。 。 。

名名 一
。

一
。

一
。

三三

。 。 。 。

一
。

一
。

一
。

兰兰

此例表明
,

厚跨比从万分之一至五分之二
,

本文单元均能得到较精确的解 从表中可

以看出
,

其它类型的单元对于薄板仅能算到厚跨比为 的场合
,

欲计算再薄的板就需

采取措施
,

例如增加内自由度等山 此外
,

所列各单元均采用 网格
,

本文单元无论在

单元节点数或节点自由度上均属少者
,

从计算结果来看
,

仍能得到相近的精度
,

说明此单

元精度较高
,

且计算时间较省
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裹 卜 里中心集中力作用的方板的中心镜度系橄 气

简简简 文 方 板板 因 支 方 板板

瓜瓜奋丫
一之吧吧

本文文 文献 文献 文献 薄板解解 本文文 八节点点 文献 薄板解解
。 。 。 。

等参元元元元

。 。 。

。 。

呼
。 , 。 。

。。 , 。 。

仑 的 石

。。 。 。 。

‘‘‘‘

。

‘
。 。。 。 。 。 ,

。

。 。 。 ,

。。 。

心
。

,

。 。 。 。

叮‘

例 悬臂板

边长为
,

厚度为 五的正方形悬臂板
,

承受均匀载荷 宁。
如图 所示

图 悬臂板

的正方形板
,

其上作用着均布载荷

悬臂板问题
,

张福范 曾经给出过级数解
,

昊

良芝切的有限元修正解与其相符 本文的单元在

不修正的情况下对于这类具有边界效应的问题亦

较有效 此外还给 出了厚板的结果
,

一并列于表
,

网格划分见图 板的挠度可以用下式表示
。 一 。 至旦二二

例 角点支承的正方形板

考虑一个四角点支承的厚度为
,

边 长 为乙

此例不仅可以考察此元对解角点处具有应力集中

一类问题的有效性
,

还可以考察所假设的内力模式的合理性

衰 受均布载荷的正方形愚 , 板自由边‘ 二乙 处的挽度系橄 心

。

级级数解
。 。

有有限元修正解川川
。 。 。

本本本 寿
。 。 。 。

‘‘

文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文

方方方 二
。 。 。

‘

人人人 二
。 。 。 ,

为为为
。 。 。 。

。 。 。

。 。

弓弓
。
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表 角点支承方板的镜度系橄 。 和有矩系橄 口

方方 法法 边 界 中 点点 方 板 中 点点

““““ 月月 口口 声声

矩矩形单元 一 。 。 。

,,,,,,,

, 解解
。 。 。 。

众众 解解
。 。 。 。

本本本 几二
。 。 。 。

呼
。

‘

文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文

八八八
。 。 。

‘
。

‘‘

二
。 。 。 。

‘‘ 。

无无无 。
。 。 。 。 。

二
。 。 。

‘
。 。

几几几二
。

乙乙
。 。 。

几几几二
。

忆忆
。 。

由于板的对称性
,

计算时仅考虑四分之一板
,

网格划分为 斗 。

计算结果列于表

挠度和弯矩分别写成如下形式
, 一 。

华
,

一 乙 ,

口

四
、

讨 论

橄位收效性

本文观察四角点支承的板在不同网格划分下的数值收敛情况
,

板的厚跨比为
,

网

格划分为
, , ,

四种情况
,

结果列于表 从表中可以观察到解是收

敛的
,

且比 一
单元更接近于其它解

裹 不同网格划分下的挽度系数

一
一

‘

一 单益
‘

一 卜
‘养 名 荞 碍沐 斗 , , 。 认亏一 月甲 一

⋯

—————
卜竺二兰一

—
卜二兰兰二

品竺竺一卜燮竺二卫全竺一 竺兰竺 卜燮竺二卜二竺
一

卫理牛琪华鉴
方板中点 “

·

‘ , “
·

‘ “
·

“
·

”
·

”
·

, ”
·

内力模式的选取

本文选择的内力模式有 个参数
,

单元自由度为
,

刚体位移为
,

显然满足必要

条件 一 一 当单元为矩形时
,

位移为双线性表示
,

曲率

旦兰兰 夕业乙 旦些之 夕些主

‘
’ 。 ’

加 。夕

与 中
, , , 二 ,

的表达式相当
,

然后由齐次平衡方程计算剪力
, ,

显然为

常数 我们曾研究
‘

, 们 的内力模式
,

式中 。 如 所示
,

而
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飞’
‘

’ ’

,

了,口卫‘厅嗯百

发现对于前两个算例可以得到很好的结果
,

但对于算例 却不适用
,

因假设这种模式的剪

力为常数
,

不符合例 的实际
,

出现与文献 〔 提到过的不稳定现象的类似情况
,

即中心

点位移与精确解在数量级上相同
,

而边的中点位移与中心点位移却具有完全不同的数量

级 当剪力表示式中增加不完全线性项 那 之后
,

这种现象即去除 因此
,

本文提供的内力

模式是力求简单的一种可用型式
,

对于由 式所示的矩阵 的求逆十分便利
,

从 而

能极为容易地以简洁的形式写出显式的单元刚度矩阵
,

避免了数值程分过程

五
、

结 论

从算例的结果来看
,

本文的这种单元对于板的厚度具有很宽的适用范围
,

当剪切刚度

趋于无穷大时
,

可自动回到经典解
,

且由于采用四节点的等参位移模式可以采用四边形单

元
,

以及能得到显式的刚度矩阵 。于是可节省计算时间 曾与通用程序 万 的计算结果

进行过比较
,

在同样网格下约省一半时间
,

且精度比其高
,

使用的是 一 珍 单元切
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