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自由面重力流的积分方程迭代解法
温 贤 云 吴 持 恭
成 都 科 技 大 学

提要 本文利用 认 即 , 明朋 的奇异积分方程理论
,

将自由面重力流化为解析

函数的
一

边值问题
,

推出积分方程 提出以固壁边界和自由面流线长度为自变

量
,

边界势函数为未知函数的迭代求解思想
,

避开了曲壁边界流速方向为未知函数的困难
。

提

出了一种适用于直线和曲线边界自由面重力流的新的数值方法 在流最巳知的条件下
,

证明

了该方法的收敛性
、

稳定性 并给出了一个误差估计式

一
、

引 官

在工程中常遇到具有下列特点的流体力学问题 流场具有自由面
,

重
一

力的

影响不容忽略
,

固壁的几何形状复杂 在利用势流理论研究这类问题时
,

将面临求解

方程的非线性边界条件问题

应用解析函数理论研究自由面重力流国内外已作了大量工作。
一
但对于固壁为曲

线且计人重力影响的流动
,

至今仍是一个尚未解决的难题 本文将自由面重力流 化为
一

以下称 一 边值问题
,

利用 刀 学派的理论
,

并推

出边界积分方程 以反弧段的计算为例
,

阐述了以固壁和自由面流线长度为自变量
,

边界

势函数为未知函数的迭代思想 从而避开了曲壁流速方向为未知函数的困难 文中证明

了该方法的收敛性
、

稳定性
,

并给出了误差估计式
,

从而证明了该方法的普遍适用性

二
、 , ‘ 类边值问肠的一般解及推论

如图 ,’设 口
。 , 是在上半平面解析

,

在无穷远有界的函数 记实轴

上的区间 一
, ,

为
’ , ,

为
,, , “ 若

‘

上 , ” 已知
,

在
,‘

一

举

上 。 动 已知
,

则 口 的求解为上半乎面的混合

边值问题
,

即要求根据边界条件
“ 刀 ,

在
“
上 , , ,

在
‘

上

来找一个在上半平面内是全纯
,

在无穷远处是有

界的函数
,

其中 ” 、 ” 分 别是给 定 在

’
’

与 ’上属于 类的函数
,

并且 口 可以连续拓展到 上除了点 。
,

以外的每一个

本文于 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
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点上
,

而在这些点附近
, 口 分别适合不等式

口 ,

卜一 一 口 , 口 , 一 一“ 《 。

由文献 , 以上问题可化为具有间断系数的
一 边值问题

,

即 假定 是一条简单光

滑曲线 乙所围成的有界或无界域
,

要求根据边界条件

刀 刀 一 刀 , 刀 一 ,

来找一个在 内是全纯的函数 。
,

而在点
,

附近满足不等式
,

且 。 们
, 刀

及 ‘ 们 在 上对
, ,

都是 类中的已知实函数
,

且 护 动 夕 动 钾

只要在 一 问题中
,

当 , 〔 ’时
,

令
,

一 一
, ‘ 一 或叻 当 刀 〔 ’

’

时
,

令
。 一

, , ‘ 们
,

则得混合边值问题

我们只讨论解 口 在
, , 、均为有界的情况

,

并记这类解 为 凡
,

类 由文献

〔 可知这类解的指标为

一

当 一 时
, 一
问题是唯一单值可解的

当 刃 笋 时
,

解应由公式

若已知 ‘ 动 时的典则解
,

那么

口 ,

卜弩
,

。 , , , , 一 ,
,

确定 由文献
, 人 , ,

类的典则解应取为

了
, 一 。 , 一 去

并且有

了 , 一 , 一 石
‘

一 , 。

一 一 了 , 一 “ , , , 一 , ‘ , 吞

一 了 , 一 。 , , 一 , 乡 ,

因此混合边值问题的解为

。 一立立全遨止丛 之
勺

二
扩 , 一 。

, , 一 石 , 一 ,
,

气
尸‘奋

一刃
,召

,

一

斌 , 一 。 一 , , 一 ,

二一一全塑胜一一一
‘ ,

丫 刀 一 , 一 乡 号 一 ,

有时会遇到 点为无穷远点的情况 图 由变换
, ,

兰二卫七二上
一 召‘

。 。 , , 。 。 ”

—卞一一 分寸示一图

将 的上半平面变到 , ’的上半平面 在 ,’平面上利用 约 式
,

并回到 平面得
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。 , 。

“乒
刀

一斌瓦二百 , 一 ,

刀
‘

丫, 一 。 ,

一
‘ , , ,

其中 了石二丁起到了典则解的作用
,

且

, 一 斌瓦不石 , 。 , , 一 一 了马二石丁,
。

便是求解自由面重力流的数学基础

三
、

积分方程的推导

以反弧段下游水平连接为例
,

我们来阐明求解曲线边界自由面重力流的一般解

设在物理平面 上有一平面势流流场 图 , 复势评与复速度有如下关系

丝 一
。一‘

弓留
吕

‘
吮二叫 刀

图

其中 艺
,

牙 甲 ‘币
, 甲 为势函数

,

争为流函数
,

为流场中某点速度
,

为该

点的速度方向 若流量为
,

则流场对应

于甲平面的带形区域 图 引人变换

。 一 、。 工哩、一
。卫 一 袒

‘忿

式中口为流场某一已知流速 由变换

二 、甲 一令气 ‘, ‘

将复势平面的带形区域变换到辅助平面

则 式为 , 的函数

图 斗

的上半平面 图
,

使实轴 , 对应于流场边界
,

口 竺凶 ,’

由 方程得来流断面水面 点与自由面 上任一点速度之间的关系

, 一 二 血风 夕 一 , 夕

式中 二
、

九
、

为 点已知坐标及流速
, 为

、 为 、

夕石

约 为自
、

由面

了丫
︸
矶一

刀 上任一点的坐标及流速
,
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了爪
为 断面的佛汝德数

为求解方便设在上游陡坡段 点以上水面与陡坡平行 由此得到在 , 平面实轴上的

如下边界条件
, 一

,
”口 一 , ,

口 一口 刀
。 ” ,

, 口 一芦 , , 。。 , 勺

石 , , 用 一

其中
, , 、 , ,

八勺
一丁 、二 个业处过煞碧创凶塑

以上边值问题的解属于 人
。 ,

类
,

且
」 。 , ‘ ,

故典则解为

一 了
, , 一 ,

将 代人 式得

“ 一 亿呼亘
一
见 月 ,

了 , , 一 , , 一 ,

一 口,
刀

刀

介
, ,

丫刀 , 一 , 一 ,
。

了蔽几二几了 , 一 ,

‘ , “ ”

在 段上任一点
。 一

。 ,

由 叭 哺
一 。而 图 公式并分离实部与虚部得反

弧段壁面速度表达式
, 。 , “ ’

其中
‘ 。 ,。 一 必亚三亘 ⋯仁 叮下里些叁一 一下攀丝一 一上

,

叮 ‘ 一 ,

斌 , , 一 , 斌
。 。一 , , 一 盆

, ,

了蔽
, 。 一 , , 一 ‘。

‘ ,

卜罕
‘· 一 。

。

产

一 色 了
, 。,‘ ,。一 , , ,

‘ , ,。〔,
‘

一 , , 。 , 。一 , 。

‘

一 。

同理可得自由面 段上任一点 , 。 , 。 , 的速度方向
“, ,。 ,

逆澳弃立
一 竺 夕 刃

了石二面
, 一 ‘。

,

十 ’

十令

, 叮

了硕庵二

, 。
一

飞
一 一丁 井 二井 一

—
“ 可 ,

。 一 矛
。 , 一

, 。

‘ , , ,

一

—
一 几三二
矛坟一 和
了

、乃︸,勺了、一 兰旦二二竺 势‘鉴芍碧
在上游直线固壁

。 一 及下游直线固壁上
。 。

有

蜡
一也呼脚卜仁 夕 刃

斌, , 一 , , 一 。

‘

” 。

, 勺

了万刃万万动 , 一 、
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一尽,。

下

了
, , 。 , 。一 , ,

“
, , , ,

一 , ,‘ ,。一 ,

。
一

。

由 , 可以看出
,

流场内及边界上的速度方向和速度由 夕 , 、 , 勺 、 , ,

决定 但 夕 妇
、 , , 、

衬 却是 刃的未知函数 在计人重力的情况下
,

直接寻找 夕与
勺之间的对应关系十分困难 为了克服口为未知函数的困难

,

我们不直接寻找夕与 勺的

函数关系
,

而是回到物理平面 对间题作进一步研究

如图 所示
,

沿固壁距 点距离为 ‘ 的 点的势函数为
‘ 的未知函数

,

记为 甲 , 习

尤其值得注意的是
,

对于给定的曲壁面
,

声却是 ‘ 的已知函数 在自由面
,

距 点距离为
‘ 的 点的势函数也是 ‘ 的未知函数

,

记为 卿 习 同理有 勺 ,
、

因此若以 ‘ 为

自变最
,

我们的问题则转化为求未知函数
甲。 , 、 甲 , 、 二 , 、 夕, 的间题 而且

诸未知函数与 ‘ 之间有如下关系

幽纽过
。 , ,

山

甲 , ,

击

“ ,

,

口, ,

夕,
,

图

由
,

当 , 时自由面势函数与固壁势函数分别为
, , ‘ 一 一 ‘ ‘,

甲, ‘ 一 , · ·了 , ‘

由 式有

‘ , 一 李李 ‘
,

一
, ‘,

甲 山

其中在自由面上 有 袱 一 勿 。一
。一
号, 仍

, “ 。一 。 力
,

在固壁上有

, , 一 , , ,

一
。一备’, , , “ , 一 。 , ,

在求解时
,

由于下游水面距反弧段足够远的水面 段的积分对反弧段流场影响很

小
,

可按需要精度选取适当大有限长度的积分代替 将 代人 得

。 , , 、 , 八 ,

了石瓜二兀
。甘 甲势 、 , 甲八 一

—
甘

万‘ 一一丛里一 一 一里垫些一 ,吧丛应
‘ ,

了祖
,‘两 了亏

, , 一 , , 一 ‘,

「勺
十 。

, , ,

了, 了 , 一 , , , , 一 , ,

“ 一 “
梦’

一色 了 , 。 , , , 一 , , 。 一 , , ,, ‘

’

‘

一 , 》石
一 ”

二“ ⋯”

, 十
‘

才‘ 一 盆口
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二 ‘ 、 , , 、

丫硕万万西 「
、 夕 , , , 。 , ,

甘 甲 留 戈 , 甲 、 — 一一

—
一万二二二二二 二

一
, 一一一 一 ,

‘ , 。 了 , 留 , , 一 , , , 一 ‘

‘、百少,‘口犷且」

广湍旨
一

滤普普丽黔呵
粤 黔 钊合一

巫资鱼 十
,, , 一 ,

‘ 一 勺

式中 ,

一
。一号、叩

, ,‘

一
。一舒 , 叼

, , , , 。一号
’叩

, , 一 。一号、

。 , , 、 ,

妙 ‘夕 一 、 十
‘

汇二 , 一 , 声 十 夕 一 夕 了

,
行 一 。”枷仰

,

曲 月 飞
夕时

介 表示沿流线 点距 点和 点距 君点的距离
,

武甲 , , 。 ,
甲 , , ,

氏 甲 , , ,

脚 动

表示 , 、 氏在 的值与自由面及固壁的势函数有关

自由面坐标由下式决定

‘口, , ,

夕一 夕 日, 、

刃‘﹄声

由
,

我们把问题转化为沿固壁和自由面流线求解各未知函数

的积分方程组 在固壁几何形状给定的情况下
,

夕为 的已知函数
,

因而我们避升了 夕为

未知函数的困难
,

故对任意给定的固壁边界也可求解 由于积分沿 才进行
,

数值积分时可

不等距划分流线
,

这就带来了很大的灵活性
,

可计算出壁面上任一给定点的流速
,

与有

限元或边界元法相同
,

可以根据固壁和自由面的弯曲程度
,

在固壁和自由面上合理地布置

疏密不同的节点 因此本文方法可毫无困难地用于复杂固壁的自由面重力流的计算

四
、

迭代求解积分方程和流场的计算

上游直线段的流速表达式 可写成

︸,

‘声 刃, ,

。

了, , , , 一 , , , 一 ,。
十

, 刃 , ,

。

了 , , ‘ 一 , , , ,一 ,。

产,,︺︸如竺业立 斌
, 。 ,

再
一

,

一 色 了
, 。,‘ , 。一 , ,‘ 一 , , ,。 一 , 十 , 。 ,。 一 ,

。

一 。 ,

式中 、 表示距 点距离为 、的上游直线固壁的流速 ,。

一
。一
号与叼

,
, , 动 为 。

点处的势函数值 我们以 的积分方程为核心
,

沿流线以 , 为自变量
,

固璧和自

由面势函数为未知函数进行迭代求解 其迭代过程为

固璧流线和自由面流线的划分及初始势函徽的计算

给定来流断面 的位置
,

设 断面上势函数相等 初设自由面位置
,

取定自由面流线

长度 乙 在 ’
、 、

线上布置节点 初设固壁 厂
、

上的速度 嵘 刁
,

计算

君
、

的势函数 甲黔 , 由 方程计算初设自由面上各节点的流速 衅 , ,

并

计算相应的势函数 衅 上标 。 表示第 。 次迭代的结果
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固处流速及势函数的计算

把 。飘 ,
, 甲乌 公衅 , , 甲 代人 式得固壁上各节点的速度 二城 , 由

计算固壁势函数 甲城

自由面速度方向
、

位 及势函数的计算

将‘
、 甲吞 , 、 “罗

、
中罗, 代入 得自由面各节点的速度方向

,

由

得新的自由面位置 ,

再由 习
。。过 方程计算自由面各节点的速度峙 习

, 由 计算相

应势函数 科

由此完成了第一次迭代过程

甲乙

‘ 、 甲告
、 “早‘

、 , 了 多
,

可
, ‘

直至满足所需习
望赵三里工二业立史业里 。,

甲尹

的步

它

式中 甲城乌
、 甲尹 刁 为第 。 次迭代后

、

点的势函数值

设流场内某条流线的流函数为 甲 友 友
,

且该流线上某点的势函数为
甲 甲 《 甲 簇 甲习

,

将 , 一 一 。一令‘升彻 , 代人 〔 式并分离实部和虚部得该点的速度和速度方向

竺里 一 乙 , , , , 。一
矛

, , , 。。 , 一导
, 一景

’ , , ‘二扮
,

叮

。 。

一 互
。一 甲 。 。 。左, 一 丛

, 。一矛
甲

一

、 。。 标
叮

十 夕 一

式中
声 ,乙“ ,

,

石双石二二几万 够
。一号

甲 , , 。。 左, 。一

冬
甲

‘

一 夕 , , 。 ,

。

丫石历石不万伽 十
。一
备
’ , , 。。 左,

·

, 一

夸
’

产,︺月

犷
, , “ ,

。

了石石乒不万 , 。一号
, 。, 。。 ,
及,

。一

冬
·

, , ,

。

了石瓜万丽
, 十 。一

专
甲 , , 。。 友, 十 。一冬、

产,

。 , , 。付
,

,

, 色 长开侧恶 了恶侧恶
流线的坐标由

甲 甲

少 及

甲

血 乡 甲
甲

甲甲斌产
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确定 同理可确定下游固壁 上的速度 当下游 段为非水平连接时
,

由于 点以

后的 段的流场对反弧段的影响甚微
,

故可假定 点以后速度不再发生变化
,

则在 点
口 仍为有界

,

仍可用上面的方程和迭代过程求解

五
、

收敛性
、

稼定性及误璐估计

以下在流量已知的条件下证明本文方法的收敛性
、

稳定性
,

并推出一个误差估计式

从而证明了该方法的普遍适用性
。

收数性

由 , 可知
,

固壁流速和自由面流速是势函数的函数
,

势函数又是流线长度 , 的函数 故固壁和自由面流速可表为
。 , “ , 甲。 , , 甲 , ,

, 甲 , , , 甲 , ,

可写成
, , ‘ 一 一 , , · , 甲了 , ‘ ”、‘、

,

,

, , ‘, 一 甲
· 一 , , , , 甲 , ‘ , 、 , 、 ·

把 的定义域适当扩大
,

定义函数

“ , , , , , , 一
“ 。 甲。 , , 甲

“ , 。

《 ‘
,

。 , 乙 ,

, 可写成
, , , 一 ‘“ 。 , , , , , , , ‘, 、 , 、 ,

斗

, ,“ 一 , · ·, , , , , , , , “ 。、 , 、 ·

设 甲 , ,

卿
, 二 , , ,

为联合连续函数
,

且在联合连续函数空间上定义向量函数
甲 甲 , , , 甲 , , , “ , 甲 , “ , 甲 , , , 甲 , “ 甲 , , , 甲 , ,

由此得一个二维向量空间
,

记为 尸
。

在 上方程 可写成
, , 一 ,

,

一 甲 了 “

其中 甲
’ , 甲 并设 “ , 满足 条件

, 中 一 , 币
’

冲 一 中
‘

中
,

币
’

〔

为一正常数 定义算子
甲 , 一 ,

,

一 甲 , “了

在 牙 上定义范数
甲 二二 宜 日

喊 ‘

。一 “ 甲

是某一正常数 由范数 ”
·

“我们在 上定义了一赋范空间
,

记为 由 和

有
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币 一 了 。一州
。嘴 ,‘砂

一 ,

一
,

,

‘· 、 、
笼刀

心‘几尹

。“ , 一‘ ,。一 ,

中一币
, ,

户‘胜
几

、 、 , 一 ,
,

一二
‘ 。 一‘,‘ , 一

喊 ‘

,

二一 一
乙

。一气勺 币一 斌

、少、夕、产、、了、少︵片︺八月,通月,月,口,
口‘、了厄、‘、了、矛、

令
,

一 一‘ ,

则有

】中 一 丫 镇 川冲一 斌

其中显然有

以下证明迭代过程的收敛性 上节的迭代过程可写成
甲

, 甲 , 一 , , , ,

⋯
设 甲 是积分方程的解

,

则 甲 满足
甲 甲

由 得
甲 一 甲 甲 ”一‘ 一 甲 《 司甲一

‘一 甲

连续利用 式得 甲 一 甲 《 甲 一 甲
,

因
,

故有

。 甲 , 一 甲

由此证明了收敛性 可以看出
,

初设壁面速度和自由面位置对收敛性无影响
,

即使初设自

由面偏离很远也会收敛到问题的解 故本文方法对初始值的要求不高
乙艳定性

记 甲
“

为迭代的真解
,

币
”

为数值解
, 。。 甲 ,

一 币
,

为第 , 次迭代后

的误差 并假设数值解只在第一次迭代有误差 ‘ 存在
,

则

甲 , 甲。 , 币, ‘、 ,

所以
甲‘ 一 币

,

令 相继作用式 两端得
‘ 。 ,

⋯
, ,

刁卜
‘

式 即为误差传播方程 两边取范数得
。 , 一‘

,

由于
,

故可推知迭代过程是稳定的

误位估计

设第 。 次迭代产生的误差为
。

由于每一次迭代产生的误差总是一个小且
,
即存

在 于
,

使
汤
一 , , ,

一
显然 只与计算机舍人误差和数值积分的误差有关 由此可写出

币
,

币 人。

设 甲为积分方程的解
,

则有
币 ‘一 甲 币 人

。

一 刁甲 《 币一 才甲 丹

《 户 币一
甲 】 占 ,
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连续利用 式得

币
, ‘

一 甲 】《
‘ 甲。 一 甲 】

月一‘占 ⋯ 占

一
· ‘ 甲。一 甲 匹上二星

—

令 。 , 则得误差估计

【】币
‘ 一 甲 】成

一 一立一
一

从式 , 可看出
,

数值解与理论解之间的差异不超过
一
所以

,

只要每一次迭代产

生的误差充分小
,

则数值解与理论解之间的差异也会足够小 ,其精度便于控制和提高

六
、

本文方法的应用和实验验证

作者对反弧段下游直线连接的情况进行了计算和验证 典型的计算结果如图
。

计

算内容包括速度分布
、

壁面及流场压力分布
、

卜卜一一 一 一 一一一一
川

一 一 一
, ‘叫 ‘ 洲 叫 勺

二二二二二二 之二汤亡二二二 二之之

水面线及流线 计算时将反弧段按弧长

等分
,

上游直线段 等分
,

水面线沿长度

等分
,

下游直线段按势函数 等分
,

流场内

按流量 为 牙
, 叮 ,

, 叮乃
, 宁 计算 条

流线
,

每条流线按等分势函数计算 个点

整个流场相当于计算了 右 个节点 的流 速
、

方向
、

压力及坐标 迭代三次 甲
、 甲‘及反弧

壁面流速的精度可小于 多 在 。

超级小型计算机上计算一次 占用 约

分 秒

平底明渠弧形闸孔出流是上下游水面线和流量均未知的问题 用本文方法
,

并采用

水面线及流量的同步迭代法
,

获得了很快的收敛速度和较好的相容性 反弧段挑射水流

是水体流经曲线段后在重力作用下自由跌落的问题
,

七
、

结 论

本文利用 刀 田叮 学派的理论
,

得到了利用解析函数理论研究自由

面重力流的数学基础

利用解析函数理论将间题转化为求解积分方程 在物理平面上划分边界节点
,

以

固壁和自由面流线长度为自变量
,边界势函数为未知函数迭代求解

,

可以避开曲线边界流

速方向为未知函数的困难 ,可计算固壁边界上任一给定点的流速
,固壁及自由面上节点的

布置不受限制 适用于复杂曲线边界自由面重力流的数值计算

在流量已知的条件下证明了迭代过程的收敛性
,

收敛的迭代过程同时也是稳定的

只要数值积分有足够精度
,

就可得到满足所需精度的数值解
,

结果的精度便于控制和提

局 ,



第 , 期 温贤云等 自由面重力流的积分方程迭代解法

数值计算表明
,

本文方法具有求解未知量少
,

输人初始数据少
,

收敛速度快
,

精度

高
,

机时短的优点
。
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