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层结流体平行剪切流的不德定和盆力内波
秦 曾 濒
山 东 海 洋 学 院

提要 本文研究无粘的非 层结流体平行剪切流的不稳定性质
,

其中充分考虑

自由顶面以及底面呈二次曲线剖面的起伏效应
,

从而推广了 定理
,

和 钾 川 半圈定

理〔
,

此外
,

还讨论了非静力学和非 伽 , 峋 效应对重力内波的影响
。

一
、

引 言

年 幻 研究了层结流体中平行剪切流的某些不稳定性质
,

得到了著

名的 定理 其后
, 切 给出了该定理的简洁证明

,

并获得了著名的半

圆定理 这两个定理在海洋科学和大气科学中均有着广泛的应用
,

遗憾的是仙密习的理论
只适用于二维流动

,

并且在证明和推理过程中还假设流体为无粘的 皿脚 哟 撅体以及
顶
、

底边界为水平固壁的条件
,

因而有较大的局限性 本文旨在将这两个定理推广至三维

的非 流体的情形
,

并充分考虑到波宽以及顶
、

底边界的起伏效应
,

从而获得若

干有意义的结论 在本文的最后部分
,

还专题讨论了非静力
、 占效应和准不可压缩性对重

力内波的影响

二
、

控 制 方 程

考察含有基本流的铅直切变的无粘层结流体中的重力内波
,

其线性化的控制方程组

的一般形式为

、‘‘‘、件

﹄”︸

一两
一

即一价即一御即一氏一一一两一一一一一︸
一名一

即
“一夕一一一

互 一 产
阳 互 两妒

‘

一
邵

“一一口一

一

十留一
一一“一

乙一

其中 “
, 。 , 。 依次代表 二一

, 一
坐标方向的扰动速度

、

为扰动压强
,

为扰动密

度 沿 方向的基本流速
,

密度 内 和浮力频率
一二 鱼 均为铅直坐标

二 的函

两 血

本文于 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
·

现调上海市气象局
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,,

肠坠

一
二

—
, ,

—一 口二
, 为时间坐标

, 几 , 拌和 均为只能取 或零值的参最
,

其定义为

‘一

一

静力学近似

非静力学近似

不可压缩近似

准不可压缩近似或滞弹性近似一
,

, 。 。。

从方程组 经消元得

其中算子
留

, , 二
, 、 ,

八
,

护 「
白‘ 几

—
月 川 云 卜

—尸 尸

护
二尸丁 一 气产十 叮
口言‘

妒 邝
二

一 二丁一 , 邵 飞一犷 一

—口盆 ’ ,

一 〕

青

—口 汤
沙

月

—口

、

妒 矛 口
火 一 拌 , 一 —一

一 丁丁 二一 二甲,

召 礴 ‘

口 口

下标量表示求导

‘ 一
,

对应于方程组 前三个方程中的 两取作常数的情形
,

对应于方程组 前三个方程中的 两 两 幻 的情形
,

称 近似

三
、

不可压缩流体动力棋式中的剪切不称定

先考察非静力和 两 内 幻 的不可压缩流体中含基本流铅直切变的线性重力内波的

不稳定 此时在
, ,

式中令 孟 占 , 拌 ,

则有控制方程

穿
, ,

其中算子

穿
,

一里份 一 丝坦、 嗽 竺丝 一 兰旦、且李
一 么 名 忿 口

而 , 】一 ‘ 器
·

设波动局限于一
· ,

一 ”‘ , ‘ ”
一 《 玄《 的

、产、了、、少、产、、矛弓沪勺夕矛了‘、‘、了、、了、

沟渠内
,

其底形倾斜的廓线方程为

五 , 。

。

顶面动力学边界条件为
宕 乙

,

夕尸 。。
, 。 ,

口为常量

留﹄红

从 式的第
, ,

三式消去 “ 和 , 得

从
,

二式消去 有

万 一 若
,

底边界条件为

奇豁
一
器豁

一

会加

器豁
一
器奇豁

一 加 一 。

, 一汤 , ,
, 一 叙二一 一火 , 卜 夕劣 , 口

口言
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侧向边界条件为 士 , ,

当的条件为

一 。
,

由 式的第 式知李 。 。
,

利用 式得与此格

士 , 口,

,

等价子下列问题因 五 幻 仅是二次曲线
,

故定解问题
, ,

丫 留

即八
‘ , 二 , 丁 服二了一 夕
口犷 、 口 浮忿

鱼竺 、
口
一 盖, ,

二 一汤 二
,

, ,

士
口留

其中 留一 。 十 六
,

由 式知
,

方程 具有下列波解
留 一 少 。 。纷了

“ ,‘二 ,玩 , 。了 一

其中‘一 ·

含会
,

一
,

‘
, ,

⋯ ,
· 为相速

·

将 “ ”,式代人 “‘ ,一 ‘, , 式得

振幅因子 少 幻 所满足的常微分方程和定解条件如下

必

才
卜一丁 一 入介 但

一

丝 一塑卜 望丝丘 , 一 。

二 二 咬
汀

右 尸丝
二

忿

十 丝 一 。当 。
君

一人 二
,
必

其中 一
, 尺无 次

,

一 构成
一

二 的函数形式情况下求解

不稼定的必要杂件

置代换 一 一告
·

巾 二 ,

则式 一 转为

问题
,

可在给定 幻
,

李 丝卜 干叮丝丛 一竺 一码 、十 生 卫竺鱼一 生 丝、月
‘ ‘二 ‘ ‘ 一

魔 碑二

万
丝山妒一十

一
,

些 一 生丝 一丝 十 丛互、
‘ ‘二 咬

一 劣 ,

一

‘

‘

现以 ‘ 幻 的复共扼函数 幻 分别乘
’

一
’

式
,

在深度区间 〔一左
,

得方程进行积分
,

并利用相应的边界条件
,

得

‘

右 对所

、泣

一少
浮工, 丝

二

,

昭
。 ,

天 才
一针

—
一

— 丝击妒一
左

。 艺

「 么
“

,
一 二丁一 一 一 —左

‘
斗 二

。。 一 ‘ 匹
一吞 ‘ 二

于三下 十
万 名

警 一着
一
叫

,
, ‘·
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其中 幻 为 幻 的复共扼函数
,

下标
“ ’’表示顶面值 令上式中的实部和虚部分别

相等
,

得

术笋落
一

黔
认一 , 合 ,

几 ,
’

一 ‘ 万丝 万 一
‘ ,

、。 竺 一 卫丝
三

、
一汤 ‘ ‘君 ,

, 气一 飞—
, 一

浮留

护 么
,

少 护

一
耳

—
宁 一 一—一 一 —友

汤

一
沼 汤 毖

护

沪

「研
“ 、龟一 月‘
一冀丝趾二、
左
沼 。一

刁

。
】

, 二
。

尝 么

。 ·

气

—
一

沼

丝丝互一 生 丝、
’

、一引
,

夜
刁 、山

其中
,

和 ‘ , 分别代表相速 ‘ 的实部和虚部
。

对于稳定层结流体中的不稳定波
, “ 钾 。,

则必要求 式中的大括弧内的里等于零 由于其中不含积分号的首项恒为正
,

则要求

积分值为负
,

这相当于在各个深度或在多数深度上满足条件
,

丫
入升十 —沼 —一

州甲兰丝旦丝兰卫脸‘‘一 生里、 。
一

沼

护 食

其中

米一
几 ·

一二 四丫为
。。数 取海洋的典型值“ , , 、一 ‘ 一 ,

、浮君

秒一
‘ , 二 。一 ,

米一
,

则对于波长为几米到百米的海洋内波
,

秒一
‘ , 一 ,

爵 一 一心

米
一 , ,

故一般地
二

项相对于 么项可被忽略不计 可见
,

不论

的必要条件为

巡 乏 。
浮留

内波不稳定

‘

专潇
或 “‘

十
二

其中
二

为 方向的波长 上式表明
,

如果
’

数在各个深度或在多数深度上小于

贝。可能产生不稳定波 这个 数的临界值
。

比 ‘ 求到的粤更小
,

」兰
轰
’

仅当波宽

趋于无限大时
,

两者数值相等
。

这里求列的临界值是 二一波长与波宽之比值的函数
,

它随

这个比值的增大而减小
。

从图 看到
,

和 的结果相比
,

波的可能不稳定区域 阴影

区 缩小了 因为共‘
,

故不稳定判据 也可写成更强的条件
一
‘ ’ ‘一

” 一 踢
一 ’

一
’

一一
‘

一 一
’

一
,一

从
,

仁 两式看到
,

非 画 效应对内波的剪切不稳定的附加修正并不重要

必须指出
,

上述不稳定判据虽不受背景流场的铅直结构形式的限制
,

但基流铅直分布

的不均匀却也是内波不稳定的一个必要条件
。

它的存在正是扰动通过雷诺应力将基本流

动向扰动动能转换以获取能量的主要源泉之一
不稼定波的增长率

对于不稳定波
, “ 钾

,

由 式知
,

这等价于下式成立
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砂 。
, ”‘一
、

一

摆认箱黔矛 圆
’十 。

剖
着
一
臀 , ,

’ ‘·

十 ‘ 二

一‘ 一 ‘
’

么工 一 丝鱼 ,
’ ·

如 卫丛 、

着
或

·

前一条件在海洋和大气中恒得满足 ,
,

则因

一刁簇
一

有
。 。

‘ , ‘二 粤
万

‘

丝丫丝 工岑 一 、、引 、
一几 礴宕 犷 斗 先

’

或 ,

‘四、今 但岑
」

一 、

浮盆 左 丫 斗 乡

上式给出了不稳定波的最大增长率 因 砂 , ,

故上式再次给出不稳定判据

侧 壁
斗码

,
芝乏尧 —

。

不称定系件的进一步讨论

置代换
一‘ , 少 二 ,

则方程 和边界条件
,

变换成

︻一门
、

、、户
﹀一扩
一 ,

一止几一侈 。 。 、 「一
,

刃
,

—
乙
“

—
, 月

,

乙 “ 一
‘二

一忿

“

’ 一 “
, “ ’

器
一

令

, , ,

、 妒 妒 么 ,

一 入几
白

一 —
寸

一
尹

二 刃

”

一人 二
,

以 幻 的复共扼函数 幻 遍乘上列各式
,

再对方程求积分
,

所得结果分离实
、

虚两部得

“

利用相应的边界条件
,

将

‘ 一 ‘
,

一 。了、‘ 一 ‘ 翌 一 ‘ 翌琴 , ‘

一 , 夕一人 叱
‘

釜
〔

。

一 , 一 , , 一

赘
,
。

‘
’一 ”

·‘ 。 。

一
、

一 〔
。“ , ·

。

一
“ 一

·

一一 门
, , , , , , 。 。 , 。

研 , ,

其中 竺二‘ 十 乳 一 一 竺竺色
。 ,

止 竺二
。

凡 型
。

习 浮二
’

一 名
’ 一

对于不稳定波
, ‘ , 钾 。

,

故 式中括号内的量等于零即为内波不稳定的条件 在

层结稳定的流体中
,

下列情形可能出现波动不稳定 西向 流随深度的增大而减小

如顶面为固壁或顶面的贡献 含
。 ’

项 很小
,

东向流随深度的增大而减小
,

且备层流

规定 轴指向东
。
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速以大于相速占优势 如顶面为固壁或顶面的贡献很小
,

东向流随深度的增大而增

强
,

且各层流速以小于相速占优势 如为 流体
,

流速在深度区间【一汤
,

口

内至少变号一次
,

即有流速等于相速的临界层存在
‘

半圆定理的推广

将 两式改写为

‘ , ‘
, 。孟、 、一‘ ‘ 、‘二 , 一 ‘ 。二 ‘

,

尹
声一泊

一 ’

‘ 一介

一 ‘ ‘ ‘ 。 ,
一 ‘ 塑孕一 ‘ 一哗

、 。一
。 ‘

·

沙一由 了一 化
一

叹

‘ ,

一 ‘ 。、,‘二 一 ‘ , 一 ‘ ‘

一山 一几 】 一几

’

令 。 和 为流速 在整个深度内的最小值和最大值
,

注意 和 凡恒为正值
,

有下列等

式
。

〔
。

卜
。。 , 一 材 ‘ , 。

一 二 。
一 初 , 一 。 ‘· 二

一 , 。、 ‘ 、‘ 。。 , 、 ‘ 、 、

一由 皿 一汤

利用
‘ , ‘

两式和恒等式

‘ 。于一 。 , 、 。 ,

一 百
, ‘ 一 △

可将 式改写成
二 、

,
, , ‘ , 、 ,

「、二 ‘ 。 ,

「‘
, , 。 ,

、 ,

一 厂 , , ‘万气 、
’ 曰尸 ‘ , 气乍 舀声宕 一 犷 、 声公

一浦 一汤

一

臀
。护 , ,“ · ,

。

,
, “‘· “,

」
其中 亏

其中

二 △ 材 一
,

注意 ‘ 、, 、鲁
‘ 碑二

,

故近似地有
夕一 一汤

,

一 十 成 鑫

「「‘
、

一
、 ,

一 二 「「‘ 二委 △ 一 竺丝 护 叼万 一
。 日 店 、 △

友
‘ 一而 一汤

可见
,

不稳定波的 ‘
,

和 ‘ ,都落在相速复数平面上圆心为 云
, 、

半径为 ‘ , 的上半圆内
,

此半值比 求到的 △ 为小 图
。

在均质流体且顶面为固壁时
,

上述结果便退

化成 的结果

蕊 扰动的能 分析

不难求到相应于系统 的扰动能量方程为

俨
—州卜 —巾 一黝 一

,
’

”‘ , 塑 , , 一 两。 卫 一

够名

其中 “ , , ,
, 为流速矢量

, 中 如
,

户 “ , 沪 孟, 上式对 取平均运算

〔 并对 夕
,

求积分
,

利用边界条件 土 , 石 得
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豁一 二
。 〔

网一网一
,‘ ,

半
。‘ , ‘

而‘
·

其中 , 一 ” ,

汁
一 一介

竺二 丝 竺召、、 为系统的扰动总能量 扰动动能 、扰动位能

和扰动有效位能之和 正如 式等式右方三个积分项所表明的
,

系统扰动能源有三

顶面压力和底面压力对流体微团的合功率 当顶面和底面平坦时
,

此能源即行消失

由流体的准不可压缩性引起的系统内压力功率
,

它总与流体层结联系在一起 对于

均质或不可压缩流体
,

此能源即被排除 基本流的动能通过雷诺应力 一丽石向扰动
动能的转换项 当雷诺应力和基本流的铅直切变同号或呈正相关时

,

便有扰动动能的增

长 在均匀基本流时
,

此能源即行消失

在本问题中
,

流体被认为是不可压缩的
,

所以扰动通过雷诺应力将基本流动动能转换

成扰动动能是扰动赖以发展的主要能源
,

而顶面和底面的压力对流体作功也是为扰动产

生不稳定提供能量的另一源泉

四
、

准不可压缩流体动力模式中的剪切不雄定

上节以不可压缩流体动力学模式研讨剪切流不稳定的一些性质
,

现就非静力
、

两 宕

和准不可压缩流体动力学模式对同一问题作一讨论 设底形剖面仍为 二 的二次曲线
,

令 和
’

两式中的 几 拌 占 ,

则问题归结为求如下的定解问题

丫 留

‘
, 二丁丁

乙夕 ‘

一 二

口,留
,

妒留八 口留八 一

—
一
—

, 一 —
竺丁 龟一二了一一 下一 ‘ 月留 一口 口

士 恤, 。夕
其中算子

, , 「
,

与‘ , 二 , , ‘

一沼 ——
月曰 胆 一 坦丛 、 二讥 一 巡

一

旦立 ’
活 才

设解具有下列形式

。 价 。 会了
,

二 如 ,
· 。·“ 一 ,

其中‘一小 万
, 、 于是定解间题 一 式转成下列何题一

十

二 ,

必
乙
一

一

—
「
二 ,, ” ,

十 八几 二 一 乙
友
‘

一
少
名

卫丝丛 尸 价

一
,

。粤 一 妙 生旦
,

以名 丫 璐 ,,

一再
, 沙
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令 幻 一 一全幻沙 幻
,

则可获得 和 式中舍弃下划波纹 项并 以 丝丝里

君

代替 一 坦卫色 项
, ‘ 和 分别代以 和 的相应得式 由此得到波的不稳定必要条件

和半圆定理与上节的结论并无本质差异
,

只是半圆定理中的半圆半径表达式中的 和 凡

取为零
,

、 中的黑 一 丝丝
里 项代之以 丛立 即可

,

从而使半圆的半径更小 具体讨论不
一 护

一 ’

一

再赘述

顺便指出
,

此时扰动能源共三个
,

如 式所示
。

五
、

不同模式中内波相速的比较

现在进而讨论不同的流体动力学模式中内波的相速
,

借以揭示和 确定 非静力
,

非

近似对内波的影响

从普遍的内波控制方程 和
,

出发
,

在 为常量和不存在基流铅直切变的情况

下取波解
,

得下列振幅因子 巾所满足的常微分方程和相应的定解条件

少少
,‘

—
门 刀 ‘甲

沼

。 中 丢 二 户 一 占 塑
苦 尸、‘ ,

—
了于丁 , 巴 一 一丁了 门厂 一

—
一 、

二 左
汤

一
沼

一 , , 中

其中
,, ,

八 “ 一 占
形 入孙

—
一 几 , 一

一
一

砂 一
刁 省

由此可得频率关系

优

一
二二奋

友
, 一 ,

丢 那 一 占 护反 一 汤

和铅直扰动速度的铅直结构表达式
口。 , , 。 , ,, , 。石。 。二 血 , 一

其中 为常量 方程 朽 可用图解法求解 值得指出的是当 。五很小
,

即铅直波长很

长时
,

有近似式 叼。人 ”
,

则由 式得相速度

士
付

左
一二三一二
丫 十 一 产 护人

这时层结因子只和 占效应或准不可压缩性相联系 在其他条件相同的情况下
,

上述

不可压缩流体动力模式中求到的相对基本流的相速比 流体动力模式 几
,

产 中的对应值为小
,

而从准不可压缩以及从 流体动力模式求到的相

速则相等

为讨论简便起见
,

设顶界为固壁
,

则条件 易为 “
, 巾 ,

而频率关系 斗

则退化为
人 ,

即 。 二 。 , 人, , , , , 二
,

上式结合 式得到相速度
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‘ 土
衬 为

左丫
。 ,二 , 尺几

, 一 , ,

丫人
, 、 ,

士

, 乙

二
斌

, , 乙 , 一 , , 乙、 ,

, ” 一
, , ,

⋯
·

其中 乙 对 。 和 、 一 二 护 约 分别代表水平波长和表征流体层结 的 特 征长 度
‘

式指出
,

静力学近似成立的条件为 乙 , 《 或等价地 乙 ,

即要求流体深度

小于水平波长 正如所知
,

这一判据具有普遍意义
,

它不仅适用于内波
,

也适用子包括海

洋和大气在内的任何流体运动

从
’

式还可看到
,

近似成立的条件为 刃
, 《 或等价地 寿 、 ,

即要求流体深度小于表征流体层结的特征长度 表 和表 列出了海洋和大气中 和 ‘

值的变动范围内所对应的
、
和 叼

,

值

表 值

秒一 , 。

又 一 义 一 ,

米 又 义 , 。

又 , ,

火 ,

表 , “

值

秒
。

丫 一 义 一

方 米 】
, 。

火 一 , 义 一 。

又 一飞、 。

义 一

。

丫 一 。

火 一‘ 。

火 一 , 。

又

火
。

又 一 , 丫 一 , 丫 一 又 一

。

又 一够 父 一 , 。

帐 一 复之

只 ‘ 义 一 又 一‘ 又 于

从表看出
,

由于平均说来
,

大气内波 。一 ,

秒一
‘ , 而 ,

一 。, 米
,

所以 子效应和准

不可压缩性对内波相速的订正并不重要
,

只是在层结强烈稳定 如 一‘秒朴 的个别

情形才需要考虑采用 舀效应和准不可压缩近似 观测表明
,

海洋中的 值 变 化 于 ,

秒
一‘

大洋 一
一 ,

秒一
‘

温跃层
,

平均值为 。一 秒一
‘

因此
,

无论是浅海还是大洋
, 占效

应和准不可压缩近似对实际海洋内波相速的影响总是微不足道的
,

而可 以把海水 当作

流体处理 尤其是对浅海内波
,

采用 , 近似具有比大洋内被更高的

精度

从 斗
‘

式还可看到
,

分别采用非静力学近似
、 占近似和准不可压缩近似会使相对于

基本流的内波相速数值变小但传播方向不变 但同时采用不计 占效应和不可压缩假定的

比 近似则对内波相速不产生任何影响

从
,

和 斗 以及 诸式可得
,

均为常量
,

顶面为固壁而底璧呈二

次曲线剖面的铅直扰动速度的结构
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即 。 井 , 月 ,
, 二万 、衅

丁
’

、宁 万 万
“ 尺、 一 “ 夕

一 夕
,

乙

它在顶面和底壁处为零
,

而在深度为
人 , ,

略 、
一 —

一

—
口

”派 那 占 刁

处达到最大值 而在 流体中
,
、

铅直扰劫速度则为简单的正弦型铅直分布
,

最大

值出现在深度 , 由上式粕
之 式也木难求到抚动压力

、

扰动速度
、

扰动密度和水平

散度的结构式
,

在此从略
。

六
、

结 语
、

上面以两种木简的命体动力学模式展示了层化流床中勿切流的可能木稳定条俘和半
圆定理

,

它们不仅在最的方面和 撇 与 的结果有所差别
,

而且在质的方面也
有所不同 由于考虑三维间题和在 , 方向的有限波宽的结果

,

使平行剪切流不稳定
判据中的 数的临界值严格地依赖于 方向波长和 , 方向波宽的比值 非 亦
。比 近似的采用对层化平行剪切流的木稳定修正并不明显 顶面取

“ 自由 ” 的 动力

学边界条件对剪切流的不稳定判据不产生任何影响
,

只对半回定理的结论有量的 影 响

钓 底壁呈二次曲线剖面时和平底情形相仿
,

它丝毫不改变剪切流的不稳定性质和半圆

定理
,

但若底壁呈二次以上曲线或其他函数形式剖面时
,

情形将大不相同
,

这有待进一步

的研究

文中还结合对内波相速的研究
,

分别给出了静力学近似和 近似所必须满
足的条件以及它们在大气和海洋内波中的适用范围

,

并阐明了重力内波铅直扰动速度的

结构
,

所有这些都有助于对内波问题的深人研究

。

考

稳定区

不稳定区
招 盆‘

。

形斗干补
、

·

哪仍亿仍仍公怀公亿亿杯仍勿””力
一 。 一 。

二

了
留翻

“半心
《

今黔
, 。, ’

’

几
刀 , 户

图

今 考 文 献

富永政英 ,海洋波动—基础理论
去砚测成果 ,共立出版株式会社 ,第 章

, ,

恤
,

从 。汤
, 一 , 一

, · · , · , 玩 , 曰 , 肠 劝 ’

心
· ,

, · , 习 址 且 , ·

心 材曲
一 , , 呼 一

,,,﹄今护工一
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旦 获

伍
召加妇。叮 ‘时介考‘ 时 氏“侧山动

让

盆 环
一

〕

山 , 城
, 一 ‘ 份 叨 汉 碑

扣
, ,

卿
,

面 刁 仆 瞬 试 么

幽‘ 一州
一 萝 , 乏

山 公 , , 民

即哪 卜碑犷
·
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