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任意截面开 口 中长柱壳的分析

张圣辛 陆明万 黄克智
清 华 大 学

提要 本文在文献 〔 的基础上
,

详细讨论了具有任意截面形状的开 口 中长柱壳基本应

力状态的求解方法 给出了一个截面为半圆形的开 口 中长柱壳的计算实例
,

并对相应的材料

力学模型进行了评价

一
、

引 言

中长柱壳是指其长度 , 与横截面特征尺寸 、之比为 丫不 量级的一类柱壳 , 为壳

体厚度 在文献 【 中
,

对中长柱壳中应力状态的特点进行了分析 文献 【 对具有任
意截面形状的闭口 中长壳的基本应力状态

,

以及各种边界条件组合情况下的求解方案进

行了详细的讨论 中长柱壳的应力状态已不能由薄膜
、

纯弯和简单边界效应状态所组成

此时 沿壳体的纵向仍以薄膜状态为主
,

而沿横截面方向则是弯曲与薄膜状态同时存在
,

简单边界效应
这种应力状态称为半无矩状态

状态 开 口 柱壳具有两直边和两曲边
,

共四条边界

线 由于沿环向弯曲与薄膜成份同时存在 , 因此

半无矩状态的基本方程在环向为八阶
,

可以独立

地满足每条直边 出现的四个边界条件 沿纵向以

薄膜成份为主
,

基本方程在纵向为四阶
,

因而半无

矩状态在两曲边边界上一般仅能满足面向边界条

件
,

其余的边界条件还须靠引人简单边界效应状

态来满足 这两种状态的相对比重要根据具体的、

曲边边界条件而定
,

详细的讨论可参见文献
当引人简单边界效应状态后

,

直边边界靠近角点附近 。 了丽 尺寸范围内的边界条

件可能被破坏
,

此时
,

要在这个区域进行更精细的分析
,

修正被破坏的边界条件
,

还需引

人双向快变化的“ 扁壳 ” 应力状态 壳中这几种应力状态的分布可见图

本文主要讨论开 口 中长柱壳中半无矩状态的求解问题
,

有关简单边界效应以及 “

赢
壳 ”状态的讨论可参见 〔

、

〔
、

等文献

二
、

符 号 规 定

壳厚 壳长 曲率半径 们 线元长度 击 广义座标为 杏, 刀且满足

本文于 年 月 日收到
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下下
’’

, 之 又 夸 ,

满足
, 又 ”

各物理量的符号规定见图

三
、

柱壳基本方程

》
‘、产

︸
口一场亡一’

了‘、,

一一
口一垮亡一记

平衡方程
, 。 。 ,

从 二
, , 八

占
’

日叫 流 占
’

十 一 一 州口 儿

, ,
义 月, 护 一‘ 一 几乙

,

十 三一 又
‘

一 又

‘‘了︸

,山自

孟了矛

变形几何关系
, ‘

几 。 。
’

即 又 。 。
‘

。 ,

又

罗
, , 即 , , 几,

扣罗 。
’

一 ,
’

几, 。
‘

一 , , ’

。‘
又 阳

弹性关系

、沙

、‘行少月,

一

一 公

, 。

一 ,

罗
, , 褚犷

￡

人

一 。 又

,

,

一 , 罗
,

扩
, ,

口

月 二
人

一、、少一妙一了‘、一伟

其中 为弹性模量 为泊桑比

四
、

半无矩状态的基本方程及边界条件提法

各物理 的渐近展开

取 人。 ‘ ,

引人新座标系 “
,

的

雪 勃扩 叮 刃

设分布力
, ,

及各未知量的渐近展开形式为

犷若 梦 护 》 护

》
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人“ 人幕 “ 。

⋯
为留 人采, 留 。

⋯
石为又。 人采‘ 。, 。

⋯

人, 人不 , 。

⋯
几 , 采‘ 。 。

⋯
人又。 人采, , 。 ⋯

石人 扩
,

一 采‘

扩
, , 。

几 一 不沪 了 。

⋯ 石似
月

罗 一 采,

罗
。

⋯
人浇 , 不,月 , , 、。

⋯
又 之

又 一

采 。。

﹄

、产月峥月

号
了万、、

、

,‘,采,

⋯
一

。 十 ⋯
又 一 砍

, 。 ⋯

几 。

⋯ 几 人一‘月 ,

⋯
。

⋯ 某
, 。,

⋯
几 从 ⋯

等效横剪力 介
, ,

风 为

可
,

丫
, 。》 “〔。 ⋯ 风 从

。

⋯
半无矩状态的一次近似甚本方程

将 一 式代人柱壳的基本方程 一 式中
,

取一次近似
,

得

平衡方程

﹄
、了产五了性、

万矛口少旦孕塑

卿
, 一 。

互 勺 鄂
一

粤
一 ‘

、

一 二竺 竺之

十
口

‘。、 ,

—
‘二二二 一 乙 。

口勺

口

睿
口 。

一
可

一 ’ 处恤
口夸 伪

一 一

变形几何关系

、户阿了了、

、了

、
几

、了

纽
,

一

甸 一

黯
,

赘
‘

。 一

粉 ‘
。

, 。 一

黯

竺丝
“ ‘。、 岁‘ 、

一
叶 一了丫

如 互

一 立 旦竺吐 一
口刃 如

鱼巡 竺二吐

恤
、一 奥 处迪

,
’ 一

夸 伽

伽

、几产乃份
了‘、︸

气

、

弹性关系
, 。 。 , 。 , 。, 〔。 。 。 。 。、。 ,

对
。 、

罗
。 一 奋 。

一扩
。 一 月 。

半无矩状态的定解方程

根据 一 式
,

我们得到各物理量之间的如下关系图

自 。

一
自 ,

一
材 。 》闷脸 月卜 少 。 口雀。

一
,

占 幻 司卜留吕二二二二二二二

侨 ,

留 之。

一

盆池 ,

,

。

一
‘ 材 ‘。,

一 一
一 一

‘ 》

图

上图中单线方向表示经过微分或代数运算后
,

可导出箭头所指的量 双线表示包括积
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分运算的导出过程 从图中可以清楚地看出各量的相互关系 显然
,

位移分量 枷
, , , 的

地位较为重要
,

只要得知这两个分量
,

除 以外的各量
,

均可由它们经过简单的代数或

微分运算而得到

选 , , 作基本最
,

一方面它能较 “ 》导出更多物理量
,

另一方面选用 枷 可使具 能按
沿纵向的特征函数展开

,

从而给求解带来一些方便 下面导出 , 所应满足的微分方程
。

根据 式有
, 。】

一 邻 ‘一
“ 一

其中 岛 一

奇
。 “ 一

奇 夕
护卜甲

根据第四平衡方程及弹性关系有
。 一口 , 一 , ,

从
。 一口 , 。 一 ,

其中 。 一 李 岛

内
根据第二

、

第三平衡方程有

口
‘。、 刃

‘ 、 口了
, ‘。、 、 ,

一口
、
口扩‘ 、

一 , 二

一
一

一
一

、

—一
口夸 己刀

’一 ’

一 , ‘

了。

— 协 上 、 一

—
’ 一

刃

将第一平衡方程对 刀 求导
,

并注意到 乙
“ ‘。、 岁‘ 、

一 , 弋二 , 代汁 宁
己百 口互 渺

一 。 可得

伽
夕‘。、

护
, 。、

—一
二亡二‘ 寸

户

一丫二‘

口舀 口勺‘

旦丝二丝

,

利用上式消去 中的 项
,

得到关于 蜘 〕的定解方程

口扩‘。、 口口 , ‘ 、 ‘ 。 ,

护
, ‘。、 护

‘。、

二止生边乙 一止竺竺丫乞里二一
,

拼二 ‘。、 二止匕二兰卫之 】一 共井考粤
夸

‘
一

一 一
‘ 一

口,
‘ ’‘

丙 伪欠
式在环向为八阶

,

在纵向为四阶

半无矩状态边界杂件的提法

曲边边界条件一般由半无矩状态与简单边界效应状态共同满足
,

文献 〔 详细讨论
了半无矩状态曲边边界的提法 在壳体每一端

,

半无矩状态应满足的面向边界条件共有
四种组合

,

即给定
。》, , 、。 。》, 。》 , 。 , , 。 。 , 。 它们均可化为对

, 》 的条件
夕 夕 旦匕丝 一 鱼业 鱼恤一 旦工里巡沪契 一 旦互丝 十 旦兰巴

君 街
一

。若
‘ 。刃 。夸

, 。,
‘

口勺

全部直边边界条件均由半无矩状态满足
,

且可化为对 , 的边界条件
, , 、 。 ,

夕 , 一 “‘, , ’

可 “ “‘。, 一 ’ 、‘

一 “ ’又
一

了
一

一 ‘ 。 ,

鄂一令 “ · 。

一
’‘ 一 ””从‘”

口 , 。 。 一 口 , 。》 一 一 ”, 。

“ “

一
, ‘一” 瞥 鲁

一

奇
一

“ · 。

一
‘
一” 鲁

。

樱瓷过

黔

⋯
一
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五
、

半无矩状态的求解

设解由两部分组成
, 、。 一 。。

为满足两曲边边界条件的某个函数
,

并且尽可能满足基本方程 式 如做不

到
,

可以留待与 , 、 一起满足 的选取可以不考虑直边边界条件
,

有时甚至可以利用文

献 【 中闭口 中长壳的结果
, 。 为满足两曲边齐次条件的函数

,

它必须和 共同满足基本方程 式及直边边

界条件 。、 可利用分离变量法求得

将 式代人 式
,

得到 , 。 满足的方程

口不夕

丁 十
口舀

,

口口夕人

一 勺
歹

,

歹一

这里的 是由 产生的
,

若 满足 式则有

一 万
。 一 艺刀。 , 。 ,

畜

歹 艺才 , 。 。二

睿

上两式中的 , 式豹 为由齐次方程
夕

共一一 又夕

互
,

及 , 、 的齐次曲边边界条件所确定的一族特征函数
,

可以证明

件组合都是存在且完备的 , 二

豹 相应的特征值为
。 ,

, 。

豹对任意的曲边边界条

将 , ,
, 劝 式代人 式

,

利用 式可得
。

动 满足的方程
。 。。

十孕丛二 ,
,

一 。

一
‘

此时 。 一 兰 兰
,

匹二卫、 交二立
刃‘ 刃 刃

设 人。
为 , 式的非齐次特解

,

人 , 护
, ,

⋯
,

为 的八个线性无关 齐 次

解
,

则有

其中

定

,

一
。。

艺
, , ”。 ,

了

为一组八个待定常数
,

可以由直边的八个边界条件所确定
。

当 , 确定后
,

由图 可见
。 、

还必须通过积分来确定
。

此时 , 》已完全确

“
一

黯
‘” “ ‘’︺月砂

。
一 。 。 , 。 , 一 , 。,

匹华心、萝 、 , , 。

女。 冲 」

试豹
、

叉们 为待定积分函数 逐个检验半无矩状态的各个方程得知 仅当 石 舀
、

了们

满足
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”
目

箕均吐 。
卜旦叠恤匕

一

立
‘。、

一

里丝丛立、‘舀
, 口若

’

歹。

一
‘ 刀

’一 ’

口刃

一石
一 人 一 甲丁丁

互

时
,

方程才能全部满足

设 式左端为 普
, , ,

由 式可知

口考口,

上式的一般解为 “
,

们 甲 雪 价 们

熏 一 甲 豹
‘

酋

因此

刀
沙 刀 一

‘ 为某个常数
, 甲 、

沙 的分离可由在 式中取 雪
、 , 分别为某给定值 而 定

式得

积分

斌豹 一

亏刃

, 粤 一 。 、 一 。 、

艺

价 刀 , 一 , 一 刃。

八

“抵
户

尸玩

一脚,
一“其中的积分常数

定
。

瓦 都有明确的物理意义
,

连同 ‘ 都可由边界给定的面向条件确

实际上有时可以直接求得 云 舀
,

亏的
。 石 曹 为 , , 。边上给定的切向位移 了们

为 夸一 夸。 边上给定的面内剪力 可以验证这样给出的 奋, 于 仍是满足 式的

当 石、

亏完全确定后
,

半无矩状态的解就完全确定了

六
、

算 例

设有半径为
,

长为
,

厚为 的半圆形水槽
,

盛有比重为 的液体
,

两直边

自由
,

两端固定在薄板墙上 如图

取 又 , , , 了 可 ,

。 了 刀 左 刀

边界条件

互 士 如 , , 。 , ,

刀 士 , , ,

一 。,

觅

户户二关
斗二

根据 【 中的讨论知
,

目前情况下半无矩状态要独立 图

满足两端面 , , ,

的条件 因此
,

半无矩状态应满足的边界条件为

雪 土雪
。 , 。 , 。

” 士 , 、。 , 。 , 。 ,

凡

此时 式为

理口‘ 、

叫
口口夕

一 , ,
左 刀 , 口

弓

, ‘

护
十

,

口杏 刀
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取 一 一反 , 舀
‘

一 护乳 舀言
,

它满足 式及 劝 式 , 几 此时应满足齐

次方程

口口夕六

一 ,

鱿一遨叱﹄践一口口一

由 舀 士雪
。

处 与
, 护少 。

雪

十

若。

条件定 出的特征函数及特征值为

了 丫
兀 儿 飞一一忆二尸一 兀 忍 ,

互。

为 参见 第十二章
。 , , , , ” , 。勺

, , , 。刃 , , 。刀 ,

, , 一 歹
。刀 牙

。刀 歹刀 牙
, ,

,

一 户
, 刀 牙

, 刀 。

歹
二刀 牙刃

入人

式的齐次解

其中

— 气左 。 一 了 汉
,

一 , 十 刀二
‘“ ,

一 一 左 。 一 丫 理 ,

一 , 召二
’“

几 一
含卜 “ · ‘ 了 、。

丫十 砚 功 ,

‘一合
「

· ‘ , 丫
。

〕闷

“一六了‘十 了而

而
, ”一六了一‘干丫而茹花

,

”

一
‘

一 ” 垒考生 · ‘

根据对称性
, 。 仅取关于 勺 的反对称函数 为求解方便

,

设 , 。〕为

。 二 一 , 夜 令 一
·

了令
二

、一 。

一
一 一

—
匕二 万一一下一丁 气 艺

‘ 矛“ , 了 ‘ 。 一丁万 河 火
一

尹
兀 , 三 。 乙 十 户 再二 ‘知

利用直边边界条件可得 蜘 满足的线性方程组

一一

习 口 · , , 一。 · , 一
, , 冬一

习
护

, 乡

立 口 ,
。 , , 一 , 。 , ,

,

,

鑫备
“ ‘一 , ,

, 二

一
”

, ,

⋯
,
几奋为

‘

名
声二 参二

口
, ,

兀二戈 甘 。了 , 二八 , 萝

刀

解 式可定出全部待定常数 ‘ 。
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“ 。 、 、。 可求得为
。 一 左。 , 舀丢舀

嗽 令
甲 一 下 一

刁

乙
叮

一 雪
‘

云攀异叩 ,
·

汰
,

留
褚

臀愈厄针污喊
,‘

劝‘

弩
砖

半元矩
至此半无矩状态水解元牛

·

仕平 川黝 甲 ’
川恻

“ “ 四 一
‘ ’ “ ”

’

状态

缥橇耀粼纂絮骂
料“学‘果的比较见如下各图

·

刃二

叮 。

附 二

材力解 甲 二

壳体解 二 。

非齐次解 扬三下不

益益益 〕〕

拼

图 纵向挠度分布图
图 若 截面变形示意图

。

。 一

、 护 口

万

图 看二 看
。 位移“ 沿高度分布田

图 , 沿高度分布图
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七
、

讨 论

图 和图 表明
,

半无矩状态和薄膜状态一样沿纵向和环向都是遍及全壳的 由

于现在纵向变化长度 即壳长 远大于横向变化长度 几 ,

所以各物理量沿纵向变化缓慢
,

弯

曲效应可以忽略
,

在纵向方程降为四阶
,

相当于材料力学中梁的方程 而沿环向变化较快
,

弯曲和薄膜效应同量级
,

方程仍为八阶
,

这是半无矩状态与薄膜状态的基本区别 若在两

端边界附近再迭加上简单边界效应 其基本方程沿纵向为四阶
,

环向为 。阶
,

就能满足薄

壳的全部边界条件

图 和图 表明
,

在中长柱壳中材料力学的平截面假设和截面形状不变的假设都

不成立 同一截面上不同点处的挠度相差很大 图
,

应力在截面上也不是线性分布 图
,

显然壳体理论给出了更为精确的结果 但在小变形前提下
,

截面变形对截面总体性

质 惯性矩 的影响不大
,

所以最大应力和平均挠度与材料力学解的差别小于 务
,

而且

这种差别将随 邝 的增大而减小

图 表明
,

解 中的非齐次解 它是个薄膜解 的比重很小
,

所以中长柱壳不

能用薄膜解加边界效应来处理 同时齐次解的收敛性很好
,

取一项 , 的 误差就只有

夕 ,

五项以后的曲线就几乎完全重合了
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