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受一般载荷的椒
王 敏 中
北京大学力学系

提要 对于一个楔
,

当其旗面受有与 户伪纂叭 成正比的外载菏时
,

按照经典弹性力学的

解
,

对于顶角 二 为 , 或 , 的楔
,

其应力为无限大 这个佯谬 , 对于 , 二 。的情形 , 已由 卒中砖萝

和 ⋯ 鳍 解决 本文研究 , 的一般情形

一
、

引 育

大家知道
,

一个楔的侧面边界上受有与 , ’ 。 成正比的外载荷时
,

按照经典弹

性理论‘ ,

对于顶角 。 为 , 或 二 的楔
,

应方在整个楔上为无穷大 一

对于楔端受有集中力矩时
·

也发生类似的佯谬
·

此时
,

对子师角
。攀夕的楔

,

古典以 , 的应力解也变为无限大 这个佯谬已由 反 乒长吐

之。 砂 啥 砂

对于楔的表面受有均匀外载的佯谬 相当于 , 中
, , 仓的携形 ,

了在
, 二 , 二 时应力均为有限的解 但是他的解

,

当 详 趋近于

力仍无界

众畔
一

解决
·

一

早单少缝卿 构渔
“ 、 二 、 , 时

,

应

最近 利用齐次解叠加的方法
,

克服了 的缺点
,

从而构造

了一个当 。 趋近于 “ , , , 二 时
,

都是有界的解

本文处理楔表面受有非均匀载荷的情形
,

即 , 的情形
,

构造了一个当楔角 趋

近于 , 和 , 都是有界的解 利用 了一个齐次解
,

本文则利用 了两个齐次

解
,

以达到我们的 目的 本文所得的公式
,

将包括 , 作为一种特殊情形
。

二
、

对 称 载 荷

在极坐标系 , ,

中
,

设有顶角为 。 的楔

。镇 , ,

一 。《 毛 。 ,

记 “ , , “ 。 和 几
, ,

内。 ,

分别为位移分量和应力分量 在 口 士 上受有与矢径 , 的 次

方成正比的对称载荷
,

即

口。。

、
。。

一 、 夕 ” 、

叮
, 自【 二二二

—叮
, 习几 —口 口‘ 犷 ”

该问题的解可设为

本文于 年 月 日收到
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一

佯谬的解决

,

护三 刁
、

, ‘ ,

一
、 , 一 , ‘

一
、

一中 二 , ‘叶一于户梦 , 一一 孟 十 乙 口 十 万 〔几 十 几口
几 十 少〔孟 少

一 ‘

拌 ,

孟

几
一 孟

一 又 一 见 一 丫 兄

产。 ,

一 , 滋 又 口 几 了 几口
几 诗

‘ 孟 一汉 ‘ 一 召 一
。 一 孟 几 ‘

殉 一 , 几〔 吐 浇 几滋
、

几 〕

, 几

又

其中币为 应力函数
, 几、

才 和 为待定常数
,

为 谕。 比
, 拌 为剪切模量与而 丫

一 或 分别对应于平面应变状态和平面应力状态

特解

在式 中
,

设 几 。 ,

并代人 中
,

可求出常数 和
,

故有特解

币
〕

。 。 ,

,

一 。 , 口 ,

。 。 宁。 , , 。 口

一 。 , 。 , 口

其中
。 滋 。 。 。 ,

从 人址 应力函数
,

可导出相应的位移分量和应力分

显然
,

当 。 为整数
,

而 。 , 时 , 心
。

另外
,

当 , 为整数或半整数
,

而 。 ,

时
,

习 也为零 对于这两种情形
,

只有当
。

和
。

为零时
,

才能得到有界解 这是一个

佯谬
,

因为对楔而言
, “ 二 或 , 与一般的 。并无本质的差别

,

但解 却有巨大的差

异
。

为了解决这一间题
,

需作进一步的研究

乙 齐次解

将解 代人齐次边条件的
一

式
,

即 士 。 时
,

内。 。 ,

于是

过 几 口 几 几

血 又 口 沈如 几

方程 有非零解
、

的条件是

又 二 滋红 尧 。 之 。

当 义满足 时
,

我们选择 和 为

汉 一 以 十 、 又。 几 又 、

几 。 一 如 几

其中
、

是任意常数
,

于是齐次解的 址 应力函数为

价
孟 几

一 一 几戚 浇 又 又

血 几 。 几口 一 之 又 又

一 几 。 几 几

解 对于包括 二 , 二 在内的任意 。 都是齐次间题的解
,

只要 之满足方程 劝
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对于方程 已有充分的讨论‘’ , 结论是 当 。 一 , 时
,

方程 对 ‘仅有鳌数解

而 当 。 一 , 时
,

方程 对 仅有整数和半整数解 一

修正的特解

我们知道
,

齐次方程的任一解叠加到非齐次方程的特解上去 , 可得非齐次方程的一个

新的特解

考虑到 式和 劝 式
,

为 了得到 趋近于 , 或 , 时的有界解
,

在 幻 式中令
,

石石歹
’

,

卫生一

口 拄

然后将 外 式加到 式上去 , 可褥到非齐珠方缪豹一个新的特解匆其 岭 应麦函攀渝
, 一 罗粤二 干一共黑一长 ‘。。试 、 , 一‘ 十 殉妇,们

又刀少叹孟 十 八几 十 月 , 井扮
,

。 ,

·‘。 。。 。 · , 一 · ,
· 十 卜 ‘

十 尸冬铸 不军箕 〔一 。。 。 十 。 , 、 为‘的侧
” 几

·。

一
·

二
· 。二 , 〕

其中 又满足方程 当 ”“ , “ 时 这时由于方程
,

取定 几‘
” ·

式成分

号的不定型
,

我们就把这个‘定‘“畔粕“ 一
二 ,

“ ‘
一

, 时的耀髯 为了求

出这个极限值
,

我们需先求出另一个极限值
。

由 乃 式有 一
丸 , 抓 杰孑 双燃 先 “ 钾

之。 尧 沁 滋。 。
工

从 式
,

有
,

一 一 月 寸 夕 ,

派

,

,

一 一 气刀 月闯 ,

当 一 , , 孟 偶数 ”

当 加 二 , 又 奇数 ”

当 ‘ 二 , 几 整数 ”

当 。 一 扮
, 几 半慈数 ”

尹少、

一

内
几一一

从 式
,

有

兰 。 , 。 。 卜 。 ,

‘肠

从 式
,

有

从
、

和
、 ,

按

一 , ,

当 。 , ,

偶数 ”

。,

当 。 一 , ,

奇数 。

, , 当 。 , ,

致救
,

当 。 , ,

半整数 。

·

闭 法则 , 有

了‘,月二气

︸
、盆

刀
了

,‘一吞‘﹄,俘
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加一加呼, 蚤
几一奋橄 〕

几

。 二

——, 工 、

一
称 少

住

几 。

, 为

一 生 竺工三土里卫
, ,

, 又“

一住

、

「 几

生 、释
孟

扮叹代不 大生广
之 滋 。 。

一“
一一

几

血 尧叹
“

丽 孟

作 爪 称住

同理
,

生扮
一

煞
孟

“

, 半整数 。 护

兰
,

己

综合
, ,

和
,

可得

生
,

当 。 、 二 ,

一偶数 。

一生
,

当 。 , 二 ,

、奇数 。

一弃
,

当 。 , , ‘ , 整数 ”

对 一
’

一

六
,

当 。 一 二 , ‘一 半整数 ”

矛‘,‘月

一一一勺一、﹄产一刀

几一口一、工,

一己一︸一人一‘一

今在 式中取极限
,

按 ’ 法则
,

有

小
、 ,

。

一共华一一
仁 少又” 少

‘ · ·‘ ·。 , 一 · , ,‘ ‘· , ,。
· ,

。“ 姆 一 滋

。 。“ 。 姆 一 , ,

”〔一 , “‘
· , · , ‘。 。 , 。‘ · 〕

勺宁。

移

‘ · 。‘二。
,

· , ” 一
· , 、。

一“ ,

其中

, 。 一 滋 。 。 ‘ 口

。 。。

么 , 姆 一 。 。 知血
, 口

, 或 , 从 式得到 式时
,

我们略去了下述两项

一 ,

干
丁

华装孕华几不 ,
。 。

、
。“ 。。 , 一 。 。 。 。 ,

叹 乙夕
一 ” 十
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, 汤
宁。

一 , 。 姆
, 。 。 ,

其中 “ “ 或 “ , 这是因为 ,

这两项都分别是双调和函数
,

而且徉棋鞠两磷缪举球霉

应力 不难看出
,

当 。 , 时
,

此时的楔相当于全平面上有舟条裂缝
,

而 外式正是

解的对称部分

三
、

反 对 称 情 形

在 士 。 上受有与矢径
,

的 ” 次方成正比的反对称载徽即

,

、尹帅, 。 一吻
, ,

一
, ,

’ 犷, ,

一。 甲 , ”

该问题的解为

币
几 几

一 如 。 姆 一 。 十 面功
,

,
, 了

典
」 。 、 姆 , 、 一 , ‘。 。 ,

几 十

科

孟

又

。 几 口 以又十 下 几 ,

‘ , 二 滋 几 姆 班又一 血浇句
,

, 孟【一 如 几 十 口 一 几 滋 又 ,

’。 , 盈 之 口 几 孟

其中 币是 应力函数
, 云和

、

是待定常数
。

特解

设 浇一 。 ,

将 代人 式
,

可求出待定常数 和
,

函数成为
,

于是 蓬 式的 人螃梦 应力

中 。 , 口 。

。

〔一 。 。。。。
血

。 十 笋

” “ ” “ 咖洲 十 喊一 ”

冲巍“ 如 ,

,

如
, 。因

其中
,

,
·

滋, , 一 。

巍孙

对于 。 。的情形
,

叩叮 和 已研究过
, 本文以下哲孩定 。

当 ” 为整数
,

而 “ , 时
, ” ‘ 另外

,

当 ” 为擎数或半整数
,

而 加 , , 时
,

以
, 也海霉 对于透两种情形

,

除非入或呼、为零
,

否则解 舒是永适用的
,

因为它在

整个楔中造成无限大应力
乞 齐次解

将解 代人齐次边条件的 的 式
,

即 呀 士 。 时
,

吻‘ 肠 。的情形
,

此时

有
丁卜

一 一

一 如 义 “ 一 可又 冲如加 一 。

又 。 几 加



第 期 王敬中 受一般载荷的楔 佯谬的解决

齐次方程 有非零解 滩
、

的条件是
,

常数 几适合方程

几 血 几 一 孟

当 几满足 时
,

我们可选择常数 和 为

‘ 一 尸以‘ ‘ ““ 一 乙毛
浇“ 、

不
一 虹 “ 。 以 十 “

其中
、

为任意常数
,

于是齐次解的 应力函数为
, , , ‘ 。 了 。 ‘ 、 八

中 , 一二二二二一 , 二二 一‘ 一 孟 几。“ 几 十 ‘少口

吸几 十 八 几 十 少

几 又 滋 几 一 一 几 又 沈

十 几 戚 几 “ 几

其中 几满足方程 解 对于包括 。 二 , , 在内的任意 “ ,

都是齐次问题的解

按 ,, , 的讨论 当 二 时
,

方程 对 几有整数解 , 而当 。 , 时
,

方程 对
几有整数解和半整数解

。

修正的特解

考虑到 式和 式
,

在 式中
,

令

‘ 一

命
· “ 一

命
然后将 式加到 式上去

,

得到一个新的特解
,

它的应力函数为

, 一

命 蔺蒙扮” 〔‘一‘·‘·“ , ,卜
‘ ”一“ ”·‘·‘ , ’

一‘下玉佘而
〔

一
·‘· , , ”一 ‘· , ,一

· , ,· 二“ ,

命 击
〔“一

“ ,

卜妙
”·‘。‘“’

、万于,片型定

不的一。

月 十
工, 。 , 滋 。 沁 一 滋二 , 。 城 ,

其中 几满足方程 当 。趋子 , 或 , 时 这时 几趋于 。 ,

式成为

为了求它的极限值
,

我们需先求出卞面的极限值 从方程 求出

几 几 一 住

。比。 几 一 欲一,

‘几一一

从 有
,

一 丝七匕 ,

,

,

一 绝土卫
,

当 。 , ,

当 。 , ,

当 。 , ,

当 一 , ,

为偶数 ,

为奇数 ,

孟 为整数

孟 为半整数 。

、、

﹃
孟一召一

从 可求出
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,

—
逮少 刀 少一“

。 〔。 一 。 一

从 可算出

,

—
少吸刀 少一

利用类似求 式的方法
,

当 。

。,

当 , , 。 为偶数
,

当 一 二 , , 为奇数
,

当 一 , ,

为整数

一 。 十
,

当 “ , , 。 为半整数
。时

,

可求出

、、习产、,
,

、了,乙气什,,,、了‘、了、

气几一一

, 万

又、奇数 ”

—口 儿

五
今 兀

又 、整数 。

又

“

一

—
吸刀

“

龙

综合
,

可得

又

“

, 、

卜

—口 刀

“ 一 , , 又 ”偶数 。

” , , 孟。 奇数

” 二 , 又 整数 。

“ ” 二 , 又 ”半整数 。

可以看出 式右端的极限值与 式右端的极限值是相同的
,

故其值仍以记号 , 表

示之 不过应指出
,

式和 式量的含义并不一致
,

其中 又和 “ 分别满足不同的方

程 和
,

而 , 分别由 式和 式定义

有了 以后
,

在 中令 , 或 二 ,

按 ’ 法则有

中 刃 ,

, ”十
,

。

丹 、 八 了
。

一 、 了 、 舟

于了一万下丈丁一下尸下又 飞 刀 气 十 刁口 一 气 十 少 气刀 一 “ 招口
‘刀 门 乙 气 月一 夕

其中 “ 二 或 叭

一

一 , 滋 。。 。

。 , 一 。 。

,

寸 刀分 。

一
嘴 犷 拄口 刀 月一 口 一 ” 刁一 任 , 仃

一 。 ,

日 一 , 十 。 , 口

从 式得到 劝 式的过程中
,

我们略去了下述两项
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, 件 。‘ , , ,

二
、 。 工

二
、 工

二
、 , ,

一勺 、严 丁一一兮 二二丁二尸一代尸气六二 一
’

” 移“ 目 气” 十 ‘ 一 又俘 十 ‘ 夕 气称 十 ‘ “ 孤 移口
‘ 叹绍 十 艺 气称 十 厂

。

二
, 〕

,

【 一“‘· , , 一 “‘· , ,
·“ 〕 ,‘

这是因为 ‘ 式的两项都是双调和函数
,

且在楔的表面上仅产生零应力

另外
,

当 , 时
,

式就是 解的反对称部分
‘

十分有趣的是
,

应力函数 在推导的过程中
,

予先假设 。 ,

但对 , ,

也将给出正确的答案 事

实上
,

设 , 一
,

解 幻 成为 ,

币 , 。

份 血 一 。 , 叮。 ,

一 日 。

。 。 、 。 。 、
‘ 一 , 汽 于如 夕 夕 一 ” 。

于 十
一 、

’ 一

、
士 遗

内 , 可 。 一 。 , 宁。
一

峋 一 ” 。 分一伽
。 一 ”乳 口一 滋 。

其中 可 仍采用 式所定义的值 从 式不难算出
,

当 , 或 , 时
,

有

内。 。‘ 。 士八 ,

殉 。一 。

乳

由于 式对 。 。仍正确
,

故以下应用 式时
,

可认为 , 》
’

四
、

半 平 面 问 题

设在弹性半平面的边界上作用有外力

勺 ,

呵 一 人
‘ , 价 , 一

’

勺 , 一圣一 成犷” ,

叫
一号一 氏

今将 式写成对称形式与反对称形式的和
,

鲡 ‘ 一 ’

鲡 ‘一蚤一

。 汉二 少二丝立
一

土丝立
, ,

一
。

一 二

· ,

殉 荃一

” ,

肠 ‘一

旦丝二卫脸 , ·

旦三土卫立
·

么二乌
, 十 旦组过之纹 ,

夕
利用公式

,

和
,

当 。 为奇数时有
,

币 一 一 一一二竺匕启‘ 才五土遴
” 件 十 ,

, 。 。 。 。。日

一 丝一土丝立。 么二玉 二、
,

、
, 。

、
。。

汉 二
,

一
一

口十 夕

。

二
血

, 口 血
,

十 。 旦巴

土兰 。 丛止坦些 兰、
。 , 沁 。 。。一不

一
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当 , 为偶数时
、
粤 , “ 一

, , , ,

、、六 , 工

二
、 、

去
,

中 、一
‘ 丁一 , 丁万代尸一万 丁下

—
气 十 ‘ 矛口 宁 ” 宁 ‘ 产目 挂口

气移 十 芯 , 戈月 十 澳万

。

一 二 。

十 砚

—一
口 十 一

、

汉毛
乞 韵恤 , 卜州湘手介士“

叫 ,

,

一 成
,

二
、 。 ,

。

—
皿 、移 月‘ ‘ 少口 , ‘二笼 月口

一 · 十 , ,‘ 护立 二【哪
· ” , ‘

。 一 二。

一

一
口 十

,
·

土致 二、‘。 。 十 ” ‘。 , , ,飞
一 了

下面举几个例子 ,

作为公式 初 和 的应用
,

例 设在 口 一 粤 上寡 线 性
盗

压应力分布 , 如图
一

, 此时

,, 曰 户 ,

一一

才,

, 凡 。,

川 ‘ 卫犷瓦 奋蒸

从 式可求出

功一

恙
犷‘ , ‘ 耘‘ ,

烤一心咖 旦士 中肚

日 亡。
一

口 斗

或者换为直角坐标

户
中 二, 一

留召

生 , 。 扩 ,
仁 护 ,

川 、差 、考六寻
、 了 」

口了

从式 。 到式
,

我们略去了含

产生澎应力 公式 与 一致
,

尹的项
,

因为它是双调和函数
, 且在 裁办对仅

类似地还可求出 〔‘ 中半平面上分布均匀能应力
、

均匀剪应万和线性卿雀蝉解 ,

今考虑抛物线分布外力的情形
几 、 一

二

例 设在 一 一 粤上有按拗物线分布的压力 如图 天 此时
才 丁 一 鱿 一

。 。 月 ,

护 。 , 。

双 , 在 一 下
, 。

从 式求出

小 一

峪

那
, 滋。 口 喊 日

一 二 一目 。 。 、 , 、河

或写成直角坐标
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】 ‘亡盔口

匕匕
,

圈 图

中 一
, 冀一 、 , , 、 尸 , , , 犷尹

叮 ‘

二
、

二一 一 十
‘

一 二

,

朽

例 设在 一 粤上有按抛物线分布的剪力 见图 此时有

” 。 , 。 。 ,

月 , , ” , 在 , ” , ,

丁

从 式可求出

一 尸 「
, , , 。 ‘ 。 、 才 启

,

二
。 。 ‘ 。、

功 一井一 , 口 二 一 滋 滋
对 ‘ ’

、
一

」

或用直角坐标

「, ‘ ,, , 、 , , 、 ‘ 、 、 、 工 , 、

中 一 二二万 夕 一
,
夕

‘ 二‘
夕

‘
夕,

一
, 夕 二

对矿 一 二 」

致谢 丁启财 教授慷慨地向作者提供他未出版的手稿 , 一 ,

并
阅读了本文

,

提出了宝贵意见
,

本文作者对此表示衷心的感谢
。

今 考 文 献
,

以泪 , ·, ,

边
, , , ,

鱿 二
,

· ,

邵
, 找犯改月 , 习

,

烤
,

, 卜

, , ,

七 团
习

,

通即 龙亡 名,

乃 ,
,

多 ,一 , 赶 卜

‘ 外 一月

即
,

· ,

曰
, 石如了匆介”

一
〔, 〕

, ,

肚 。饮日面
,
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