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方程
的一类解析解

忻 孝 康 黄 光 伟
复旦大学应用力学系

提要 本文利用变数变换和解析积分的办法
,

找到了
一 一

解 “ 方程的一

类单调激波型的解析解 文中分别给出了隐式和显式形式的解 利用数值积分或 余弦

椭圆函数的级数表达式
, 可以容易地数值计算该函数值 文中给出了不同的 , 和 古值的解曲

线的形状
。

一
、

引 言

如所周知
,

许多物理问题 如非线性浅水波
、

等离子体内的波动 可以用 方程来
描述

, 一们 作为 方程的一类特解—孤立子和孤立波已为许多科学工作者所熟悉
在研究液体内含有气泡的流动‘习以及弹性管内流体流动等问题“

一幻时
,

人们把控制方程归
结为如下的所谓

一

方程 〔, ,

鱼
“

鱼 一
,

垫 亚 一 。

这个方程相当于在 方程上再加上一项粘性耗散项
二 二

目前
,

对于 方程

和 方程。 的研究已比较深人
,

而对于
一

方程的研究还

刚刚开始 对方程 , 钾
,

钾 的一般情况尚未见有人给出精确解

这里我们将给出方程 的某一类解析解 运动激波型解 这类 解 析解 可 以 用

余弦椭圆函数来显式地表达 这对于深人研究
一

方程解的性态将会大

有帮助 另一方面
,

目前对方程 的数值研究逐渐增多【
,

因此解析解将给数值方法的

优劣提供一个可靠的比较依据 对于小粘性系数情况
,

方程 存在另一类振动激波型的

解图 对这类问题的精确解的寻求将是我们进一步深人研究的目标

、 ·

方程解的定性特征

和 。澎 曾详尽地分析过方程 的解的定性特征 他们引人自变量变

换 「
, , , 。,

、厂
、

少,山,了、
︺

‘、
乙 一 知

, ’

方程 可化为
, , , “ 一 孟 “ 一 “‘ 占 “‘

本文于 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
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若我们限于寻求所谓行波解
,

即 “ 一 口
,

则对 式关于 乙积分一次后
,

可得如下的非

线性常微分方程式

一占““ “ 一 又 一 “

其中 为积分常数 方程 等价于如下一阶非线性方程组
“

—
二二二 沙

乙
岁 补

可 一 了
“ 一 而 钾 一 “

‘

八“ 一 “ ,

其中 。 , 一 士 了 护 一

按照常微分方程的定性理论
,

可知方程组 有二个奇点 “ , ,

和 “孟 ,

,

总是鞍点 奇点 “ , ,

按 , , 占和 几的大小有三种可能

当 , ,
妻 。了

,

一 左 时
, ,

是结点

当 。
, 。丫万二万万时

, “ ,

是焦点

当 , 时
, ,

是中心点

这三类解大致如图 所示

奇点

图
一

方程的典型解曲线

类解是耗散占优的解
, 这是一种单调型的激波 类解是色散占优的

解 , 这是一种所谓振动型激波 类解就是 方程的孤立波解

在本文中
,

我们找到了 类型的解析解
,

即单调激波型的解 文中给出了隐式和显

式的解形式 显式解可以用 椭圆函数来表达

三
、 ·

方程的一类解析解

假设 占 铸
,

则 式可写成
“‘ “ 。 夕

其中

上 一
占

,

因为当

占

又 一

一 一一三乙
占

不失一般性
,

可以认为

介十 一 士 丫护 一

寿“

等 时
,

可作一个简单的平移变换
“

使 厅满足如下方程

十 爪 十 澎 十 ‘ 吞一
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一

众
一
助 方程的一类解析解

、,产、了石︸矛‘、了、

、尹
,、产、夕﹄“︸,几,‘口几叨几曰人了吸、了、了气、

因此
,

以后我们只讨论 万 即 滩 的情况
。

先作如下的自变盆变换
口 ‘

于是方程 可化成
。 ,

业 十 , , “

再作如下的自变量和因变量变换
“ 公 一砂

·

勺 夸
, 杏 花

其中 及为常数 这样
,

方程 可以化为

二

专犷一
‘ , · 护一‘一刽

‘一’一‘’
·

、,

一
。

从而
,

当
‘ 竺 一 砂

时
,

方程 可简化为

鱼 ‘ 一土 砂
一

咖
夸 及

特别当 左一粤时
,

方程 可大大简化
,

并可解析地得到解 这时方程 分 简化为

幽 一
二全

夸宙 砂
护

,

其通解为叫

落斗

以可

, 君

夸 自 一
晌

二二三三
一

子‘

一
万

丫
’ ‘二犷

利用变换 和 式返回到原来变量
,

式可写成
’

·。一
共 ‘‘

枷 ’
一 ”

’ 一 ’‘

摧落
‘ “

这就是方程 在条件 卞的通解形式 只要直接对 , 式两边求导
,

容易地验证这一点

现在来看条件 如用参数
, 君和 几来表示

,

这个条件相当于
、 一 互 里

占

这就表示波速依赖于 和 子
,

故由第二节的定性讨论可知

式
。

而且该行波是一个向左传播的波 由 式知
·

几
·

占 , , ,

解析解 , 是 型的解
, 解的曲线应有单调激波的形

四
、

边界系件和神确解鲍显式形式
方程 的一类解析解 , 是 “ 和 雪之间的一种隐函数形式的解

,

使用起来很不方
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便 为此
,

经过适当的变换
,

我们把解 又, 夹成显式的形式 为了完余确定解 攀擎熟
,

钻黔
给出二个边界条件以确定 分式中的积分常数

‘ 和 自 由伍 式知如当咸 。时‘
二

李沪一占一
“ ,

之士 寸 护 破二
一 ”

‘

一
因此

,

如下的边界条件提法是合理的

当 , 时
, 。

。 价

当 一 时
, “

叙

应用边界条件 , 就可确定积分常数 ‘ 从而解 分 可写成

好 ‘ 一 少
一‘’‘ 浮,

云
、

丫一 —一 ‘
由于积分常数 ‘ 位于 的被积函数内

,

处理不很方便
,

故可作一简单的变换
,

把 变
换到积分上限中去

,

即 一
、 ‘

丫需 浮一
好 ‘

‘ ’

一 万节一
一‘

‘ 】

口

为简单起见
,

令

浮

了丁不
,

布

’

压百万
一 了二 , 一二
了 一 ‘

则 式可写为

漂
·

”‘一巴
一

好

了 一 多,

利用椭圆积分知识山 ,知
, 、‘ , 一子苦‘

了 一 沪
一责 ‘。”’

这里 甲场 是第一类不完全椭圆积分 而 甲和 约 的关系为

‘。‘价

一 斌万洲礁 ⋯乡万
衬万一 声

‘“ , 一好‘
急月

若令

则有

按照 余弦椭圆函数

一 ,‘

了爵
。

扮 ,

其中

于是
,

由 丹
、

‘ 甲 。

。。 。 的定义。习知

式 。 甲

“ ‘ 血忙朽 乡

分

冷

及 式可求得
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·‘约 一撬‘
· , 了

一
。
。

这里 由 式确定 解 就是解 的显式形式 同样地利用 椭圆函数的

导数和性质
,

可以直接验证 式是方程 的解 这时一端的边界条件

已被满足 另一端边界条件 可用来确定常数夕 由于目前 “
,

故由 式可知

王万 转 。
。

飞 ”嘴 一了 一 护

则【
,‘,

, 。

扮
,

丫
。

伶
,

件、丫
。 ‘ 吓 不而一 一 万⋯一 协 , 百 、若

—
一

奋 〕 ‘

气 吸一 代尸一气一 一一一 丁 二
公‘ 一产留 曰宁 沼

色” ,

一心 一
, 、 气二

’ 上 吸下
叫

、 、 , 、 ,

立
。
号号‘

刁

其中 幻是通常的 二 函数比 ,

如果我们考虑的是无穷区域上的解
,

由于 雪、 时
,

夕 ,
,

因此
,

如下形式

的解是一个合理的解
,, 、 。 , ,

“ 、“ 、
一

兰
,

了 一
沙

当 ,

“
石杀而

“ 一 ‘ ““这个解
,

除了角点“ , ,

外
,

处处满足方程 由于积分常数 汉是任意的
,

因此上述的

任何一个解析解 或
,

加上适当的常数 见前面 仍可为方程 砖 的

解
。

为了求出解曲线 或
,

必须计算 ‘ 。 的值 利用 。玩 余弦椭圆函数
‘ 。 艺 。 的如下级数计算是很方便的 由【 知

功

十 尹
叮

护

。 ,习﹃件
。 。

对

那的
·

其中 亡

而 和’分别是模数为 。和 一 。 的第一类完全椭圆积分值
,

其中 。由 式确定 一

般只要取 一 项即可

图 给出了 , 。, 子 和 一
, ,

时 注意 这时每条曲线的 孟—即传播
速度是不同的 的解曲线的形状 可以看到这是一组

“单调激波 , 型曲线
,

解曲线在省 。

附近有一个很大的梯度 为了显示清楚起见
,

图上我们把 方向的坐标放大了

最后
,

有两点值得指出一下

边界条件 可以改为

当 一 雪 时
, “ 一 “ 乙

。

雪办

图 给出了 二 一
,

心, 一
,

和 几 一 情况下两种边界条件解曲线的

形状 由于
“激波层 ”很薄

,

故两条曲线几乎是重合的
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通过另外一种类似的变换
,

我们还找到了如下非线性方程

砂 鱼
,

毋
的一个特解

, 一
音万

二

约
这可能有助于其它问题的解

,

而文献 并未指出过式 的可解性

一 二鱼些一 考 。

一
一

二育八场封
产

功爆韵乡已

夕 ”

沪
︸古一器一通

卜。
一

。 知 , 一 时均多

—弘
二 时的娜

图 对 氛 一
, 占 ,, ‘ , ,

时解曲线的形状 图 当 泞 ,, 二 , 时左边界条件对解的影响
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