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有限元分配法的一般形式及其收敛性

顾 志 建
成 都 科 技 大 学

提要 本文在作者所写的文献 基础上
,

进一步阐述了有限元分配法的一般形式
,

并基

于泛函分析的 不动点定理
,

讨论了这种方法的收敛性 最后举一实例
,

显示本法能获得

较满意的结果

引 言

在这之前的有限元分析法
,

通常是从变分原理出发 也可通过其它途径
,

通过分区插

值
,

把一个二次泛函 能量积分 的极值问题化为一组多元线性代数方程来求解 而有限元

分配法
,

则是借助于结构力学中
,

力矩分配法的概念
,

通过 “
放松一传递”的反复循环运

算
,

来逼近精确解
,

以取代求解一组多元线性代数方程的方法

二
、

有限元分配法的一般形式

以往的有限元分析法最终得到一组代数方程
子

式中 〕为总体刚度阵
,

好 为所有结点的
“位移习列阵

,

为总的结点“载荷 ”列

阵 我们在这里打上引号是表示借用 有限元方法求解结构力学问题时的名称 而在实际

的各种不同问题中
,

引号中的名称
,

是有着不同的物理意义 例如 在传热学问题中
,

占 表示各结点温度列阵

总刚度阵 〔 为全部单元刚度阵之迭加

一 万 友

对每一个单元来说
,

有下式成立
宁 反

·

占

现根据 式
,

导出本方法的基本公式

每一个单元有 。 个结点
,

每一个结点
,

又有 那个方向的
“广义位移 ”

,

相应地
,

就有‘ 个
“广义载荷升 例如 弹性力学平面问题

,

当采用三角形单元时 。 一 及

式 可展写成下式

本文于 年 月 日收到来稿 ,于 年 月 日收到修改稿
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第 期 顾志建 有限元分配法的一般形式及其收敛性

毛
, · , ·

毛

心 ⋯七

互
。 · ‘ ·

及
。

“ 吞 ,

卜伦
‘ 一 ‘

, , , ”
‘

“ ,

口

如如⋯札

︸

、百,
叭乳‘
‘户,‘、

这里 为单元总数
,

衬和 时分别表示第 个单元
,

第 ‘结点上的“结点力, 及“结点

位移勺若将 好和 砰展开
,

则可写成

叮

· , , · · · · , , · · · ·、

︸
万、‘

︸

占 , 一 、占卜 叮
”
、 “

一
, , · ·

一
· ·

⋯ ‘ ,

口‘
, ,

式 中单元刚度阵中的每个元素 毛
,

是一个 , , 的子矩阵

如 ⋯毛
,

友。 互,

⋯互
。。

, , , ,

⋯
,

︸
口奋飞

︸
召材︸户、

现令 单元
,

结点
,

在 “方向 ”上发生一个单位的
“位移 ”

,

即 澎川 ”
,

而

在其余
“
方向 , 上

,

用相应的约束予以
“
固结 ,’此时

,

在 结点的各约束方向上所产生的
“
约

束力”由式 一 导得

⋯
‘山

⋯
︸

﹃咐叫阿卜仔伙份

因此

夕, 于 左
, , 爵

, ,

⋯
。 户, , ,

⋯,

这里
,

岭 李表示 第 石个单元
,

在 结点上
,

由于在 夕
“
方向

”上产生了一个单位的
“位移 ”

,

而导致本单元
,

本结点在 , “方向”上引起的
“约束反力” 毛, 爵表示 第 个单

元的单元刚度阵中
,

第 东个主子矩阵中
,

第 行
,

第 户列元素

由于一个结点 可以同时属于几个单元
,

如图 所示
,

结点 ‘既属于

单元 〔 ,

也属于 单元 〔 注意 本文用大写字母表示单元
,

小写字母表示结点和位移方向

根据式。
,

同样可求得
宁公, 尹 及

, , 六

窗图
由迭加原理

,

可求得 泣结点由于在 户
“

方向刀发生一个单位的
“位移”而引起 ‘

“
方向 ,

上的
“
反力”为

,扩, ,

艺 友
, , 北 “
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现若在 结点的各个方向上
,

同时作用有 砂
、

扩 ,

⋯咐
,, 而 本结点局围之各结点

均处于约束之下 ,则 结点
,

在各个方向上产生的
“

位移
”由迭加原理可求得

岁卜秒 竺 ⋯贡州飞
“‘ ”‘ 手 反

二 荞夸 “
二 乃“

‘

冬 ‘
, ,甘‘
罗
毒细任

现令

, ,, 一 艺 互
,

盛⋯
。 ‘,

名 反
二 井

‘, 一 艺 友
。 乃⋯氏

。 ‘,

艺 互
。二 鑫

我们称这些系数为 ‘结点的主系数 这里艺 表示 当结点住 诬单先时‘勤相应

系数的求和运算
,

就应包括 单元 式 可缩写为

宁 , , ,
·

占 ,

根据 式可反求 当 滋结点在结点
“

载荷
“

好 , 作用下
,

产生的各方向上的
“
位移

”

为
·

占 ‘一 〔刀 扮
·

宁 , ,

由于每一个结点的
“

广义位移 ”数目。是不大的
,

如 对弹性力学平面向翩简言 ,

若取三角形单元
,

线性位移插值函数情况下
,

求 料‘的公式
,

已在文献 〕中尾显式写

出
,

对薄板弯曲间题而言 , 。‘ ,

乳 , ,

马 , ,

对德定温度场问题而言 。 补
· ·

⋯因
此

,

我们可以在源程序中
,

编入一段小程序完成此项工作

少

阅夕
圈

下面 , 我们再来求 由于 宁 的作用
,

周围
“固结 的结点上所产生的

各个方向的“约束反力气

例如 在图 中
,

结点 , 都同属于 单元 礼炸 , 而 金一 执

伏 神
,

故由 式可求得 护结点的“约束反力 ”

、产、,、户︸

名毛叮夕一 左系
·

弋方
,

又因
,

汉 单元
,

故类似地可求得

时犷 「们卜 占 ‘

因此
,

由迭加原理可得 护结点
“

约束反力 为
, , 一 艺 友二

·

毛。
, ‘, , 。

对于与 不处在同一个单元内的结点来说
, , 不引起任何“约束反力气

一

现将臼翻式展

写成

习 七 刃 艺 札 卜 二 艺 标
‘

⋯⋯
辱

⋯⋯
夕

艺 蝙 艺 饭 户 二 艺 ‘
。半
异 吞

,‘ ,

︸

、

‘,‘用了⋯了
、‘
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现令
, , 一 艺 及 二

,

⋯⋯ 从
。 。 一 习 灸

, 另

, ,‘一 名 及
,

异
,

⋯⋯
, 。 ,‘一 艺 友

。。 爵

我们称这些系数为 ‘结点的副系数
,

应系数的求和运算
,

就应包括 单元

习 表示 当结点 和 同时属于 单元时
,

则相

对许多问题来说
,

由功的互等定理可得

,
‘ ‘ 凡

, 打 , , , ,

⋯
,

式 可缩写为
宁 , · ,

在上面
,

利用式 求 的物理过程我们称之谓
‘

, 结点的放松过程”
,

利用式

求 好 , 的物理过程
,

我们称之谓
“ 结点的传递过程气

由上阐述
,

可见结构力学中的力矩分配法乃是有限元分配法中最为简单的一种特殊

情况

用有限元分配法解题的步骤及计算框图大致如下

划分单元网格
,

定出各结点的坐标

利用本文中导出的式 和式 分别求出各结点的主
、

副系数

求出实际问题中各结点在
“
自重 ”及各种

“
载荷”作用下的“结点力 ,,

选定某条路径
,

进行
“放松 —传递

”的循环运算
,

并迭加每次
“放松 ”结点时所得的

结点
“
位移 ”

,

直到满足预定的精度要求为止 根据作者的经验
,

最好用两个条件来同时控

制 ①结点“不平衡力”的绝对值应小于某个预定的误差限 如
一略载荷 ②前后两次运

算所得的结点
“
位移 ”之相对误差应小于某个预定的相对误差限 如

一

针对每个特定问题
,

最后计算每个单元的有关物理量 如在弹性力学问题中
,

计算

每个单元的应力值等

输人有关的数据和信息

沿选定的某条路径进行
“
放

得满足精度要求的各结点“
传
位

”循环运算 ,求
移 ”并翰出之

计计算各单元的有关物理量并输出出

工
「亘巫
图
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在编写源程序时应注意
。 “放 一传刀路径的选择对加快收救速度有很大的影响

,

故应尽可能选择
“

最优路径
,

为节省内存对副系数采用紧凑存贮法

根据具体问题的要求确定两个误差限

倘若用小机子解大问题发生内存单元不够时
,

可边求主
、

副系数边作
“放

一

传”运算

甚至可利用子结构法
·

一 一源程序框图如图

三
、

有限元分配法的胶菠性

现在我们对有限元分配法本身计算过程的收敛性及误差估计作一讨论
函数的选择

、

单元的相容性
、

奇异性等问题

为了研究方便
,

我右擂先讨论仅在 ‘结点上有结点
“
载荷 伪冲 作用

,

设 结点第 次结点“不平衡载荷 ” 即分实际作用的截荷功 、 毛好严
,

地求得各物理量 首先放松 落结点后可得
占 驴, 一 云, 宁 。,

不簇及形态

由夔越担继

移

曾
图

由于

设 类结点与 ‘结点同处在一个单元中 ,

年每州个旬寒碑点的
单元中都有一个 结点

,

详见图
二

由式 可得
一

岁一〔
·

扭 钾 一 一
,

〔对螃卜 毛好尹 勺

放松 类结点导致 ,结点产生的结点
“

位岁为 一
一 一 「 矛切 岁 〔月 护

·

〔 方
·

丹 矛 ,
一

执护 一 分
类结点的放松

,

传递给 ‘结点的
“
不平衡载荷 , 为

,冷 名
。
·

树尸
了

将 式代人上式可得

, 分, 一 艺 月 , ,

一 艺 〔月

月 石
· ‘

月 云
·

月 ,‘

·

石, ,

宁

元‘ 宁

现令

因此

艺 月 , ,
·

元,
·

,‘
·

云‘ 护
, ,

佃 护 【 好

现在
,

将 类结点和 结点均
“固结 ”

,

考察反类结点在
“
放
一

传”过程中对 ‘缝点的影

经过类似上面的推导可得
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、少、产、矛口“声,乙,︸,
、、了‘、

伪 粉 一
‘

, , · 儿 , · 宁 尸一 月 ,
·

坛‘
·

宁 ,,

一 一 。,
·

石, 。,
·

石‘〔
·

舀‘ 宁 尸

扩, 一 毅
·

宁 粉

, 梦 艺
, ,

·

分,
介

夕 ,
·

宁 尹,
·

如若再逐批地考虑
, “ , , ,

⋯⋯ 类结点放松后对 结点的影响
,

最后利用迭加

原理可得 ‘结点第 次结点“不平衡载荷”为
叮 李‘, 一 叮 , 宁 梦 宁 , · ·

一
,, ·

宁

经过类似推导可得第‘ 次结点
“不平衡载荷气
宁 , , 一 圣, , ,

宁 李,
一‘,

在式 中
,

好洲 和 宁 , 一 均为一个 。维列向最 。 为结点
“广义位移” 的数

目 而 【 ‘ 为一个 , 。阶的矩阵

根据式 现在砂 上定义如下的距禽和映象
二 , 夕 盆又

‘ 众‘份

二。一 , , , , 。 ‘

了 、
、产、,了、声︸、少户︸内丹了、才工‘、

其中

若

呻 二

二 〔砂
, 〔 加 又邢

母冻多
, 一 “ ‘

‘ , , ,
,“ 介二

式 是收敛的充分条件

则
, 夕〔砂 有

‘ 一 ,

卜 二 鑫
“ ,花·

广鑫
“ ,几, ,

‘ 黑烈’
“ , ’

·

’·。一 , , ’‘ 黔
,

烈’
“‘“’

‘

监
’“ 一 ’‘’

产
· 二 , 夕

其中 由 式知
产 〔 ,

因此
,

是一个在 ‘ 空间上的压缩映象
,

而这里的 “ 是完备的 空间
,

故由

瓜 不动点定理可知

迭代序列
。〔 , , , 了 。, 了 ,二。 ,

⋯⋯
, 二。 二一 一 。

⋯⋯是一个收敛
的柯西序列

,

收敛点 尹 就是不动点
,

而且是唯一的 即 当 。
, 。

, 时
,

有
, 。

,
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力 学 学 报 知 年
一

篆 丹籍

而在我们这个映象中
,

不动点就是 口 霉向量 因此
,

由式 所示的迭代过程
,

表
示 ‘结点的“不平衡载荷 ” 好尸 必收敛于截

最后
,

根据迭加原理可知 当斯寡结点上都有结点“载荷井作用时
,

经过若千次反复的
“

放一传”循环运算后
,

所有结点上的“不平衡结点载荷 , 必将逐渐减小
,

从而各绪点逐步耸

向稳定平衡

对于循环次数
,

可根据误差估计理论来进行估算 由 不动点理论
,

有

‘ “ 户 , , 考‘, , 产口

一 拼
二“ , , 淤

我们要近似地求出不动点
,

只需取适当大的 , ,

用 扩‘ 代替

的极限
,

得
, ‘,, 《

料甲

一 拼
‘ ‘, , , 二 ,

一

’
户 卿礴石故珍护 , ,

在有限元分配法中
,

对结点“不平衡载荷搜来锐
,

由于 氏因此由“劝式得到

, 二‘, , 口
, 二‘砂 妇甲 镬 卫生 价份

,

严
‘ 魂‘用 一 那

也就是说 我们只要取适当大的 , ,

使得 分嵘分、户
, 二 不怒过黝定的某分个根小的

— 产

表 结点的主系徽

, ,, 〔尺如玉。

斗

。

召

。

。

。

。

召

招

之活
。

丧 结点的叫葬必

爪纽
。

弓君

。

,君

卜 君

翅

一一 数

冷
。。 结点 矛 卫 结点 二 结点 口‘ 结点 鱿 , 勺勺

埠
」,‘ 丈飞飞 护 户二 护二 夕” 护二 夕 , 译译 夕

一

, 护 护。

〔〔 , ,, 一
。

一
。

刀刀 一 君君 一 它它 一 ‘

姐姐 一 纽纽

〔〔付 , ,, 一 召召 , 一 忍忍 一
,

月 , ,, 一 君君 一
,

忍忍 、

之留留 一 一饥 召召 识 一 召召

〔〔 , ,, 一
。

一 君君 一 一 昭昭 公公 一 一 丫
一

爪爪

一仓准绷绷
,,,,,,,,,,仇纂事扫扫

一 一 气 打万万

数 ￡ ,

那么
,

对这样的 。
几

就有

以

‘ 众‘用

二

州 簇‘竺生
‘

尸
,

提 ,

工一 产 阳
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第 期 顾志建 有限元分配法的一般形式及其收敛性

四
、

举 例

我们现选择文献〔 中所提供的一个较为简单的例子来作为我们讨论的对象

设有图 , 所示的对角受压的正方形薄板
,

荷载沿厚度均匀分布
,

为
,

为了简

化起见
,

取 科
,

板厚 , ,

且不计自重影响

今
厂 用

沁

根据对称性取四分之一部分作为计算对象
,

如图 所示 注意 在本文编写源程序

时
,

为了将具有双向约束的结点排在最后
,

故在图 中的第
, ,

三个结点的编号与原文

献〔 中该三个结点的编号不同

在文献〔们中通过计算列出了 式的线性代数方程组
,

并通过直接法
,

解得各结点

的位移
,

及各单元内的应力 详见式 和表

一
、且

、声
叭内外气气价

一

一

一

一 一

一

〔· ·刁 · ·一
,一会〔

一
。

, ”,
一 一 一

我们用表格形式列出本法的各项计算成果 见表
,

注 在表 中未列出 声 ‘的结点副系数
,

根据式
,

我们不难写出这些副系数
,

在本例中
,

结点载荷只有 结点才有 刁 一 。
,

九 一 。

在本法计算中
,

我们同时采用两个误差限来控制计算的精度 ①要求循环运算后
,

最

大的不平衡结点力 绝对值 了 ② 要求前后两次运算所得的结点位

移之最大相对误差 绝对值

为选择最佳“放
一
传 ”路径

,

在表 中列出了四条不同路径下
,

循环运算次数 和

一 所获得的计算结果

从表 可见 对本例而言
,

第 ①
、

②路径较佳 第 ⑧
、

④路径稍差 在本例中四条路
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右 力 学 学 报 年 专 言
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径的差别不大
,

但并不能认为 在其它实例中
,

不同的路径差别也会不大 注意 , 裘中

表示 。 表示

从表 中可见 文献〔 提供的直接解数值下
,结点 在 , 向还有较大的结点不平衡

力
, , 。 ,

而运用本法
,

循环 次后
,

全部结点的不率衡力均已小子

到闰 若运用本法
,

仅要求达到文献毛们所得解的精度要求 ,则从表 吞可婚份仅需
运算 次即可
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农 迭代法与翅松弛迭代法计算结果
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表 本法沿 ①路径
, 妞 次运葬中的误单旅

呼呼

。 。 。

。

碍 礴

。

。

。
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峪

。

。

。

共阵阵⋯二’

。。‘ ,, , 。
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。 ‘”‘ , 。
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从表 , 中可见 对于迭代法和超松弛迭代法来说
,

虽然各自经过 次和 次运算
后

,

前后两次结点位移的最大相对误差己小于
,

但是在结点上依然有较大的不平衡

结点力 前者相当于本法计真 次的水平
,

后者相当夕次水平
我们将表 , 与表

、

表 相比
,

可发现 有限元分配法的收敛速度显然要快得多
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, 运用本法可同时求得各结点力
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且以此作为控制精度的一个童要指林 而其它方法
仅仅着眼于前后两次运算所得的结点位移之相对误差
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本法着徊爵予钾结点的不平戴力”
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最后
,作者认为 本法的提出可能对有限元分析法的发屏起 , 牢斡促珍作拘攀参布本

一

文的工作尚属初步
,

故希望我国科技人凤能共同为完餐有限元分易法作进一步春籍究
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