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关于开孔薄板大挠度问题的一般数学理论

朱 正 佑 程 昌 钧
兰 州 大 学

提典 众所周知 , 应力函数 的多值性和位移的单值性要求使得开孔薄板的大挠度问座 ,

在理论上和数值计算上都变得比较困难
。

本文求得了使应力函数成为单值的一个充要条件
,

井

证明了位移单值性要求等价于一些约束方程 与 玲 一 抽 。 二 。,

其中 乙 , 是 的给性泛函 ,

,

哟 是挠度的齐二次泛函 利用这些结论
,

求得了开孔薄板大挠度问题的控制方程 同时

给出了计算这一问题的数值方法 讨论了开孔薄板的临界载荷间题 , 当这些临界载荷聂
‘

单且

的”时 ,

给出了从平凡解处分叉出去的屈曲解的迭代计算方案

一
、

前 言

众所周知
,

对于各向同性薄板大挠度问题
,

全
,

再 即 , ,

‘盏 留 — 护 —一 ,, , ,, 一 ,

一 ‘

口
‘

口
‘

口 留

猫 二 已提出了著名的控制方霍

。, 即 、, 。留 。, 留 、

‘ 气瓦而
一

夕一 戈万
叫

石歹丁月

护即 护
月 , 一竺片月了 一甲尸一二尸 叮、

”,
‘ ”‘ ’

’

其中

⋯
峪

艺飞 三三

—
月目

—
乏二

—
月 乙 一 , 二 , 一 ,

,

宁

—名 ‘ , 口 ‘口 ‘ ,

, 二 ,

力 是板中面的挠度
, ,

约 是 应力函数 当板不开孔时
,

中的应力函

数 是单值的
,

因而在适当的边界条件下由 可以完全确定薄板的挠度和应力状态
。

许多作者已讨论了求解这种问题的各种解析方法和数值方法 , 刀 然而当薄板内部开有若

千个孔时
,

一般说来
,

应力函数 将是一个多值函数
,

这样就会给问题的解析求解和数值
计算带来了严重的困难 直至 目前

,

除少数特殊情形 环形板 外
,

尚未见到一般讨论
。

然而
,

对线弹性理论的多连域平面问题
, 阅 利用解析函数的工具已成

功地讨论了应力函数的多值性 本文将利用【 中讨论多值函数的基本观点来研究开孔

正交各向异性薄板大挠度问题中应力函数的多值性问题 在第 节中
,

我们详细推导了
单值的位移和应力函数所应满足的充分必要条件 第 节将主要致力于建立开孔正交各
向异性薄板大挠度问题的“单值化 模型及其计算方法 第 节将利用这种模型来讨论屈曲

板的临界载荷的计算方法以及临界载荷附近板的屈曲状态

二
、

开孔薄板大挠度问肠的单值性亲件

现在
,

我们来考察厚度为 石的开孔正交各向异性薄板在横向分布力
,

面内体九 ,,

本文于 年 月 日收到
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少, ,

和面内边界外力作用下的平衡问题 变形前板 中面所在的位置是 二一 平面上的有界

多连域 口 ,

设 口的边界 。口由 。 十 条闭曲线
。 , ,

⋯
,

组成
,

几 短 , 玩 石
,

种 枪匆含在 几钧内娜
,

并惫缪 巍两琴相更 蟾黝翻聋所

示

设板中面各点铅坐标轴方向的位移为 二 ,‘ , ,
变形为

‘ , ‘ , ,

凡
, ,

应力分量 。二 , , , , 沿厚度方向的积分记为
叮 ·

一 , 一
, 。

扒
万 ’ “ ” 一 漆呵“

则在‘ 内这些函数应满足如下接喃目方秘

平衡方程

几令
,几
粼

了 马令
一 ,

粤
凡 , ‘染

一 叭 粤口
。

口 口夕
口

夕丝几 十 旦互立十 脚
二

一 ,
,

夕互止 十 旦丝三 材
,

。
’ 一

口 口
’

,

、

式中
, , 是面内体力沿

,

轴方向的投影

位移与变形的关系
“ 留、 口口

,

匆、
石

—
性 —‘

—
, ,

—
, — —

,
才

一

口 刃

口夕 口酬 口即

—
月

——二 口盆 口
了

“

口

本构关系

‘ 一

命从 一 、叭 ,
,

‘ 一
命 阶 一‘ ,

。 一

命‘ 佩

其中 ,, , 玛 ,

是正交各向异性板的材料棠教
, 满足 , 矿瓦 习凡

·

从 ”岛护

盈戏 一 叭巧
, ,

一 ‘矛 , , 州 洒 沙如

由 消去 。 , , ,

得到协调方程
护忍,

护召,

护
, ,

一如一分 , , 扭书丁 一 , , 一岁
口 口扩 价

一里竺一

丫
、 毋即

竺生
‘

里匕
二苦 口尹

么

利用
,

从上式中消去 百二 , 凡 及 了 , 得到

护
,

口
, , ,

宁 , 夕 ‘

—

—
月叫

—— — 万

一
门叫

—一 — 艺一份 ,, 竺 , 二 二

洲 、 ‘ 风 日忿‘
吞 万衬

一

口犷 忍‘ 口

,

,
口 翔 曰

一
, 一口二口

护即 即

口二考

尹

口
,

斑
,

一 —一
州卜 娜神钾 日

口公 口夕

现在 ,

我们的基本问题是在一定的边界条件下
,

由 和 球解
一

翅 , 臀‘ 阶
,

鞠
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。 、口 的单值性余件

当 口是单连通区城时
,

一且由
、 ,

确定 。 , 二 , , , , ,

则由 和 就

可确定单值的位移 。 和 , 但对多连通域却不是这样 下面
,

我们给出存在单值位移 “ ,

, 的一个充分必要条件

若单值的 “ 和 , 存在
,

则由 知
厂

召 三

心 越

瓮 一含豁
’,

舒
一 ‘ 一合影

沙 即 口即
护

—
二 全 ,

一 — —口二
一

口犷 夕

“

‘
“一了口一劣口一口一

夕 , “

夕兹

都应是单值的 由 容易求得

丝 一 了 ,

丝
‘

巫
二

,

护即 留 留
‘

护即

一 ‘

一 一
——

护

—
,

—口犷 夕 口二 戈口梦

” , 口即 留 即
卜

—
, 气二

一 —
佗甲 二 , 一

二 ‘

口二 尹

由 ‘ , ”
,

奇器
一
会箭

·

因 ” , 是单值的
,

所以应有

户
,

口
毕 —

召苦 月口 甲一 口 一 、多 一 , ‘ , 二
’ , 解产

口

将 分代人 ,

贴得到 探 、 百, 、 了 ,

及‘ 之间应满足

子 卫 兰上 一 鱼红
,

一 军黑丝 丝李琴、‘
二

二 口 口丫 口 口 口 口

口百,

十 ‘

—苦

了二 ,

口

,

亚鬓黑 一 擎
,

染乞、‘ , 一 。 ,

口二 口 ‘ 口

,

⋯
,

当 成立时
, ,

力 有如下表达式

, 户。 ‘
一

旦里丝
口

一 旦亘乙 一
, 留 留

二
十

口即 口 留

口 口

‘·

‘

、旦互
, 即 护留

,

—
, , 气丁

口二 口
‘

晰
产

仕
、

其中 户。 户 二。, 夕。 , 。, 夕。
是

之间的金属于 的任一光滑曲线

现在设 成立
,

由
“

中的任一给定点 积分路径是沿联结 二。, 为 和 二 , 夕

瓮
一
专

, 。
一 碑
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及 知
,

立‘鱼、
口 口

旦红 立
口 韶

,

一川
一
备巫、

、舀笋

于是
,

由 “ 的单值性知必定有

石粤 、 十 粤 , 一 。 、一
, ,

⋯加

亦即

奋劣 十 —又 一 产 夕 , ,

⋯
, 。

几

厂伞」

由 式
,

上式可用 。 , 。, , 了二 ,

及 即表示成

丈 「
二 。、二

,

厂 夕。 。 。。 剔。 。留 上 口。 夕。 、
,

、 月 , 一

— —
任

一
】

—

一
盆‘

一
—
一一

,

一一
二 口击 月几

, 毛 口 , 、 , 一 , 龟 护、 一 沪‘ 、 户 , 、 一

护‘ 口、 刁、 ,

砂
,

艺 劣 一 二 了 」

旦孔 竺烈 口留 口印留 少即
月 ,

— —二 口梦产 。犷 口岑口裂卫己夕,‘

‘气、
、

子留一口一即一口一口
一

, ,

⋯
, 。

类似地
,

由 。 的单值性得到 百二 , ‘ , , 了 , 及 。应满足

不 工 了。 亚亚 一 二 了 了
,, 百, 即 阳 留

,

屯

一
一 ‘

—
一
——

宁

—
一一

—
曰

口 口尸 价 」

「 口留、 八 五百,

口夕”
月 一 —吸

— 一 — 龟‘

一 一

—
一

口 口

留 口 留 口留 口 即
,

个 —
一二一 一 甲

,

下万一万一 , 口 , 乙 , ‘ ,, 邢 少
口言 ‘

口 口

这样
,

我们证明了当单值的 “ 和 “ 存在时
, , ,

‘
, 军 , 和‘ 之间必满足 象拿 浮

式 反之
,

由上面的推导过程不难看出
,

当
·

一 成立时
,

满溉
·

的单值位移 “

和 , 可由下式给定

“ 又劣 少一 “ , ,

— 又 一 少 叶

之

, ,

力 , 。十 二
山

。 一 。

艾
。
。‘夸 。寸,

万
。

, ‘、 , , ,

其中

口留 ,

戈 , 勺夕 吕 一 二一
气二丁 】一 二丁 火 一 刃

艺 口 名

·

令
一

会
一

留箭 篆箭
《“

,

。 一
合卜一 留箭

一 , 一 动

·

,

器
一

会
十

留会
一

箭念
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一 约亚伽帆
, 、

口 气 , 刃 二甲
艺

留
公 ,

—夸
甲

,,

吸

一
‘

口夸

口留

口刀 杏

即

,

即 , 留
月

—一
】

口 互 ,

, , 一 。, 一 粤 李丫 粤
二 一

勺

,一勺即一亚如一
百, ,, 留 留

乙

——

—
宁

—
一

,

, 二尸

口 , 口 ,
‘

“ 。、 , 。、 , 。
是任意常数 这样

,

我们已证明了如下定理

定理 若 。 , 二 , , 及 , 满足 和 , , 仑二 、 , 及 , , 由 确定
,

则存在

满足 的单值位移 “ 和 , 的充要条件是 一 成立 并且 当 一 成立

时
,

和 , 有表达式

应力函数及其单值性条件

设 中面内的体力有势
,

即存在单值函数 二 ,

约
,

使得

人 一
』

鲤
品

八 、 、 、

于是
,

成为
二

一 夕互丝 一 。 口
二 , 旦鱼 二二互之一 。

当 口是单连区域时
,

由 知
,

存在函数 和 口使得

于 一
二 , ,

口

二全
一 二

一 人

器
一 一 ‘ ,

器一
“二

从而存在单值的应力函数 使得

丝 一 五 岁
一

口劣

亦即
, , , 、 , , , , , 。 ,

口,

竺二‘
, , 汤

目

竺‘全一 , ,,

一汤‘匕乙

少
一

“
口二 , ‘ 一 ‘

口

显然
,

满足 的应力函数 可差一个任意项 十 当口是多连通域时
,

一

般说来
,

这样的单值应力函数是不存在的 下面
,

我们将给出单值应力函数存在性的一

个充分必要条件
、 , , 。一

、 ,

一 。 一 二
、 。 , 八

, ,

口 。 ‘
设在 口中存在单值的应力函数

,

并满足
,

则 “ 五子二和 “ 五牛二都是单
一 一

’ · ·

一
·

一 一
‘

一一 “ ” ’‘

一 、 ‘

一
劣

’

口
一 ’ ‘

一
’

值的
,

从而必有

不翼‘二

翼 ‘ , 一 。,

不擎 ‘ 婴 ‘ , 一 。 、一
, ,

⋯
, 。

口 几 口 口

通过一些运算之后
,

上述等式等价于
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、了、少门还‘几‘上立
‘

了 一 ‘一
, , ,

一
,

笋
,

一
‘

贵
‘ 一 ” ‘一 ‘ , ,

一
,

了、、厂份」

其中 , 为 ‘ 上的弧长参数
,

刀
, 二

二
二 , , , , 夕 。 , 兰 , , ,

, , , 夕 ,

一
, , ,

是 , 的单位外法线向量
、

分

别表示作用在每一闭围线 , 上的外力在 轴和 夕 轴方向上的投影之和为零 当
、

成立时
, 尸和 有如下形式

, 夕 一 口 。 , 夕。 一

, , 夕,

一 二。 , 夕。

北
、 , , , , , 劣 、

,

乙 月夕 月 刀口

—
召了

一
‘

贵
‘,

同时
,

由 的单值性得到

石鬓 、二

婴 ‘ , 一 。或者 石 夕、二 尸、, 一 。
,

一
, ,

口 口
二 , 。

将 和 代人上式
,

分部积分后得到

石 〔、
, 夕 乃。立、

二 , , 一 不 、
,

一 人 立、, , 、, 一 。

几 心
, ,

⋯
这表示作 用在 、 上的外力对原点的矩之和为零

及 成立时
,

由表达式

,

反之
,

不难证明
,

当
、

, , 夕 。 , 。
。夕 气一 甘又 。 ,

人

, 。 万 ,

一 二 。

粤尸 。 , , 。 , 一 , 。

方

十 立 一
”‘

, 夕

一
‘

贵
, 一 , 了

,, ‘
, 夕。

臼臼怡扣、产仁吸‘口‘吸八石

曰上

一人十

确定的单值函数满足 这样
,

我们证明了下面的定理

定理 如果在 口 的每一闭围线 , 上
,

外力的合力和合力矩为零
,

即
、

及 成立
,

则存在满足 的单值应力函数 二 ,

力 反之亦真

三
、

开孔薄板大挠度问题的单值数学模型

控制方程

现在假定 。口 上给定的外力满足
、

及 于是在 。中就存在满足

的单值应力函数
,

在 和 , 中消去 万
二 , 厅 ,

及
二 ,

得到

留 ,

二 口
口‘阳

—十 乙刀,

留

,
十

, , 翻 口, 即

—左

———乙 一
—口

‘

口
‘

口

阳

口

口

一

口 留
卜

——
‘

口
‘

△ ,

〕
一 ,

·

‘ ,
。
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场 。 , 理 少 即 , 即

— —
, —一 一

, 丁一二二 , 二 护 — —一 比 代 , 一
口扩 犷

‘
口

, 、口盆

即 口叼
气

— —口
‘ ‘

一 , 匆一 口勺
护

——
为了能由 完全确定 和 , ,

我们还要给出

口即
侧产 二

一称

若 , 简支
,

则有

沼 ‘ 沼

上的边界条件 例如
,

若

,

固支
, 、

有

留

若 , 自由
,

则有
。 。

十 旦丝匕

肠
斗

其中
。 二 , 。 , 二 , 扩 。 , 夕 , 。 , ,

, , 一 。 。 , 。 , 。 , ,
一

— 协乙产 吮 , 二 ‘ 弋 , 丁 。。
一

口
一

丫 口犷
月 , , , 一

二 。 , 二 , , 夕

同时

一 , 一俞
,

令
·

二 , , 。 , 二 一 。 , 。 ,
刽一 一 ”

。 口 留 即
、 , 。 口留

。

即

拟 ’

一 一“ 、万歹 宁 , ,

万歹办 翻 ’ 一 一 , 代
一

百声 , 砂‘

花石了 ’

, 一 灸
口 留

二口

关于板平面内的边界条件则应作如下考虑 设在 上给定板平面内的外力
,

并设它们满

足
、 一 及 在 上任取一定点 ‘ 才一

, , ,

⋯
, ,

并取
。 二。 , 夕‘

为
、 、

及 中的指定点 不失一般性
,

令 口 。, 夕。 尸 。 , 。 。 , 夕。

,

并记
, 了 。, , , 一贵二二

, 》 二 ‘

贵
。一 “

一 ‘

贵
, 一 ,

, ‘

贵 一‘一

体卜一 , 了

召户盆

、八一五十

币, 夸
, ,

一粤
自

君一,

叼呼才

十 从
二

一 五 李、‘
, 。。 , , ,

、 以伽才夕才

令一
, 孟, ,

⋯
, 二

其中“
, ” 〔 , ,

积分是沿 , 取的 由于外力给定
,

所以 甲 , 和 咖 是 , 上的点的已知函

数 由
、

及 知
,

在 。 上有

一 , 。 。
, , ,

婴 一 , 。 。
, ,

刀

在 ‘ 上有
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, , 夕 甲 , 普
, 刀

, ,

⋯
, ,

口称

。 , 、 , 、 ,

一 了牙 、万‘’尹‘夕“ 吕 、刀 ’干 夕 甲 下
尸 , , 夕‘ , , 夕 咖 夸, ,

亦即

其中
,

甲、 蜜
, ,

婴 一 , , 。
, , , 。 。 , 二 , 二 。 , , ,

, 、 八
召 尸 气 , 少 , 了 邢 代一 甘火苦了 , 夕 , 了 们

冷

生 尸 , 梦

再

是待定常数

最后
,

利用
,

由 得到

降嚼
‘

一瓷
‘ , 一

瓷

一 , ,

店萨,

驴尸
一 , , 一

不丁

十 一 从

一 , ,

男

一 —
口

口

把 代人单值性条件 夕一 , 得到 , 个包含 , 和 尸钓三阶导数的积分等式
。

记这些等式为

刀 。 ,

其中 口 口 口 ”尸 ’ 二

⋯

瞿纂黯六望黯默忍黔耸粼翠忿丫少攀介
问 的解法

本段简述问题 的计算方法 首先
,

若我们把
,

在边界条件臼
, 、

幻
、

力

下的解记为 。 ,

儿
, , 汪 、

并把它们代人
,

则得到关于 气 , ‘ ,

⋯
,

召 , 的 。 个方程
,

乡犷 ‘ 。 , 夕 , 二 , 夕 才 一

设 是 的解
,

则 ‘ , 汉 、 ‘ ,

光 就是间题 的解
,

毋是
,

·

刀是关于

的非线性方程组
,

因而对它求解一般要利用迭代法 例如牛顿法 若 。 石夕 才 、 ,

哟的解析表达式无法精确求得
,

则了的导数不能简单地计算出来
,

因而使用透代法去
解 就发生一定的困难 这时

,
与其去推导计算 笋 的导数公式 , 不如直接对间题

助 采用抽象空间的牛顿迭代程序
,

设间题 召 的第 互次迭代 , 田 二 ,

约
, ‘代二 ,

对
,

矛妙 已知狈哆第 左 次迭代。诀 气 尸心劝
、

矛赴初 应由如下线性方程确定

二
‘

乙 , ‘及 ” 一 人 〔。 针。 , ‘针勺 十 打 △。 凌树 ‘ 叔甲甲 , 夕幼 幼
·

一
叮 一 左 。‘灸, , ‘乏, 一

一
一护护一。一一一乙, ‘丸 。 , ‘乏,

。“ 二 、 ,

厂
‘ 、 ’ 一‘

’一 万 即
‘ 气 ”即

‘ 、
’

一
一 护 护

‘

州

百声
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其中
留一犷尹一口

, 注 十 , 口即

压 梦

一侧︸护一一乙 二 生 里二 件 一 互、
口

,

几令

蒜
‘

护即 口
一 ‘

一
一二一亡‘

价口 口 口

口 即
, ,

‘

‘一 甲性 , , 二

口夕 口尸丝时业时, 留

边界条件为

, ‘花 。 夸
, 勺

。, ‘灸 夸, ,

刀
一 勺 当 口 固定时

,
夸

, ” ‘ 口口 万

“ 叹杏, , 万花 。 甲 , 夸
, ,

」

户
‘灸 。 夸

,
,

软 , 。 , 二

探
。 , 夕

行
, , 〔 , , ,

⋯
, 。

一
’

一

‘灸 。 , , 甲。 省
, ,

旦互竺兰互立业 ‘ 省
, ,

口刀

, 刀 〔 。

约束条件为
, 。‘灸, , ‘花, 。‘灸 。 一 。‘走, , ‘花, , ‘凌, ‘走 。

一 , ‘花, , ‘花,

一 ‘互,

首先在边界条件 , 一 中令 诀 。 ,

并记这时相应方程
, 铲 。 二 , 夕 、 户护 。 , 夕 其次在边界条件 一 中令

户

的解为

护枯 ,

汉‘, 。 。 , ,

⋯
, , , ,

⋯
, ,

并记这时与 相应的齐次方程的解为 , 花 。 , 夕 , 互 二 , 夕 ,

则我们得到

一 的解为

, “ ” 二 , , 一 , 护
, , 艺

‘ ‘, , ‘ 二 , ,

,

“ 。 二 , , 一 梦 。 , , 习
‘ ‘ 。 ‘ , ,

了

将它们代入
,

得到一组关于 ‘毛 。 的线性方程组

份

艺
, , “ , , “ , 。 ‘ , , 。 , ‘尧, , ‘, , , ‘, ‘ 。

一 。‘灸, , ‘走, , , 走, , ‘及, , ‘走, 一 。梦 。

, “ 花, , “ , “ , 一 尸梦 。
·

由 解出 伏 。 ,

则由 就可确定第 互 次迭代 , ‘及 。 、 伏 。 和 烧 。

,

关于上述迭代过程的收敛性问题以及数值计算的细节和对一些问题的数值结果将另

文报告
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四
、

开孔薄板的临界载荷和屈曲状态

到目前为止
,

已有不少文章讨论了薄板临界载荷和屈曲解的计算 ,
,

但就本质上讲
,

这些文章都是讨论的未开孔板问题 这里虽然可对开 个孔的正交各向异性板的临界载

荷的算法作出一般的讨论
,

但为简单起见
,

我们只对 的各向同性板进行分析
,

并设

三
, 孕 三 这时 成为通常 跳 泣 方程

‘ 留 一 立 〔留
, ,

△ 一
— —

名夕 , 留

其中 一 尸八 一 少 位移单值性条件 一 可写成
, 一 , 一

, ,

式中 乙 , 。 是 的线性泛函
, 。 是 , 的齐二次非线性泛函

,

它们为

以助 二 粤不 一 李 △ 二

李 △ ,

石 。 口

‘ 尸 , ·

静
。

备一 口 口

二 , 、

乙式厂 少三 一 少
五 。

一 旦坚止
二 十

口 口

粤不 一 , 李 △ 劣 , 具 △ ,

七 。

了 口
‘ 二 ,

口
“ , 门 — 甲 万

—
名山 “ 工 工

—五 。
△

从 。 , 一

笋
。

器爵
一
豁斋

一
影令

一

箭斋
以 。 , 一

笋
。夕

令爵
一瓮斋卜一 豁令

一

留斋
笋

。

影 箭黔
,

以留 , 一笋
。 ·

令爵
一
豁斋

一 瓮令
一

箭斋 笋
。

豁豁
· 十

影
关于 留 的边界条件仍保持不变

,

例如对固支边为

即 。

一 。

即 丁一 仕 上
口刀

现在
,

设在 口 上给定板平面内的外力
,

并设它们和某一标量 又成比例
,

且满足
、

及 于是
, 、

成为

一 、
。 ,

豁
一 、

。 ,

在
。
上

” 。

⋯
, 、 、

一
厂 一 仰

‘ 十 “‘ ,

丽 一 几叭 十 “ , “ 又刀 , 尤 十 “ ‘“ , 又” , 少,

住
’

‘

上

若板在面内边界力
、

劝的作用下只发生面内的变形
,

即 留

状态 对于未屈曲状态的解的计算
,

可由在 一 中令 。

,

则称板处于未屈曲

来得到 于是要求

一一一三
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的 应满足

夕 一
, , , , 呼

一 就是通常多连通域的平面应力问题 利用复函数方法可以计算出它的解

令 几 时
,

一 的解为
, 刁 才

, 。全
, 。约

,

则显然对任意的 孟 ,

一 ,

有未屈 曲状态解
, , 几 , 汉 一 几才

引进变换

户 一 几 ,

才 一 之

则。 一 成为

‘ 。 一 立 , 户 立 。 ,

一

对 一 二 「即
,

即
汤 一 一

。 一 李 一 。,

在 。 上
口称

,

‘ 一

豁
一 。,

在 。 上

, 一 , ,

豁
一 , 一

· , · , 一 一 , ,

乙 , 户 一 , 一
, ,

对任意几, 斗 一 显然有平凡解 , 。, 户 。及 才一
,

这相应于 斗 一

, 的未屈曲状态 按一般非线性理论知
,

使得 一 的未屈曲状态发生屈曲

分叉的 几 即临界载荷 必定使 一 在平凡解处的线性化问题有非零解
,

即 几

应使下述间题有非零解

‘ , 一告
‘〔。

,

”
,

‘ , 一 。 , ,

乙 , 户 一 ,

以及边界条件 和 由 , ,

及 得 户
,

才一 因此
,

临界

载荷就是问题
。

及 的特征值 注意到 勺
‘ 、

和位移单值性条件

无关 因此我们看到
,

对临界载荷来讲
,

开孔板和不开孔板的数学模型是相同的

因而
,

对不开孔板的特征值问题的数学理论和计算方法 , 幻 对开孔板也是适用的
。

虽然开

孔会引起临界载荷和特征函数在数值上的较大变化

下面我们来讨论在临界载荷 夏 附近非线性间题 一 的非零解 设 工 是

的单重特征值闭 , 而 是相应的特征函数
,

且

砂面
,

则按一般分支理论知
,

一 的平凡解在 夏附近必发生分叉

、,矛勺曰

连
‘‘

为了计算这个分叉解支
,

我们作变换
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留 。面 , 。留、 , 夕

户 。 ,

, 几 又 丸

其中 为小参数
,

为
。 一 面留“

因而
留 而‘

一

将 代人 一 得到

、少曰几迁‘、

、打

△, 留、
一 。立 动 留 ,

互 、、 留 面
,

一 立 。 ,

‘ 一 一丁 “ 而 留 ,
匆 留 〕

留
, 八

、 。 。 ,

留‘

一 后奋 一
,

位 “ 工

口 ,

,
二

,

二二一一 压 。 。 , 二 压
一

, , 夕

一一一、一一

‘ ,

一 ‘ 而 留 ,

在问题 一 中
,

基本未知量是 。 ,

, ,

一 有一个零解 。

△ 阳

三
,

三

,

万和 又 ,

而 是参数 显然
,

当 。 时
,

万
, 又 这个解处的线性化问题为

一 立 、,

〔而
,

互 〔。
,

△ ,

‘ 、
一

, ,

以及
、 、

由于 又 是
。 、

的单特征值
,

因而上述问题只有零

解 由椭 圆型算子的一般理论闭知
,

一 在 一 。附近存在唯一解

。‘ 留、 , , 。 , 尸 , , 。 ,

万 一 万 。 , 又 又, 。

且满足
留 , , 夕 ,

一
, , 夕 ,

一 。,

万
, 又、

一

并且对小的 。 ,

可通过牛顿迭代过程来求解 斗 这样
,

虽然我们得到了与不开孔板 ,

的类似结论
,

但值得注意的是
,

由于在开孔板的公式中出现了单值性条件
,

因而用

牛顿法去求解 一 斗 时
,

要比不开孔板的情形更困难 开孔对重特征值及二次分

叉的影响将另外讨论
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