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有限空心圆柱体的三维非轴对称变形分析

欧 阳 嗯 徐 林 林
复 旦 大 学

提要 本文应用
’双重级数展开法的思想研究了有限空心画柱体的非轴对称三维

变形间题 文中先将位移势函数展为 级数和 以 一

翻 级数之和
, 在一定边界条

件下
,

两级数中的系数可以互相表示
,

这样 ,我们可获得一组联立代数方程组 求解此方程组
,

最后可求得问题的解 文中给出了一个计算实例
,表明这样构遣的解是收效的

。

一
、

引 言

有限空心圆柱体的三维应力分析是弹性力学中的一个困难问题 多年来
,

由于问题

复杂
,

大多数的讨论限于轴对称变形问题团 夕 年
,

和 在文〔 中

已对这方面的工作做了详细的总结和评述 较为深人地探讨非轴对称间题似乎是从

的研究开始的 年
,

在文 〔 中深人分析了含有圆柱空洞无限板问

题 与此同时
,

和 则采用一种

修正的 近似法对同样问题进行了大 量 的数

值计算 然而
,

具有圆柱空洞的有限板变形问题

常常具有实际的重要性 本文应用 双重

级数展开法的思想研究有限空心圆柱的非轴对称

变形问题 文中首先将位移势函数展为 和
一

两种级数之和
,

在一定边界条件下
,

两级数中的系数可以互相表示
,

这样
,

我们可获得

一组联立代数方程组 求解此方程组
,

就可求得

问题的解 文中给出了一个计算实例
,

表明这样

构造的解是收敛的

二
、

问 题 的 提 法

建立坐标系
,

如图所示

一般地
,

我们给定这样的边界条件 一 柱体的上
、

下底面无剪切力作用

侧面上的作用力沿轴线 轴 投影为零
,

且关于中面 。 呈对称分布

为分析方便起见
,

下面对边界条件作一些简化讨论

假设诸位移
、

应力分量以及相应的边界值可关于变盘 口展为 级数
。

二 柱体

例如
,

设

中国科学院科学荃金资助的课题
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。 一 艺
, , “ · , , ‘

瓢望橇覃馨鬃黔笃撰髯纂
单独处么颧 , 一

一

注意到
,

将 换为 十手可使 如初 变为
。礴

,

则不失一般性
,

我们可设边界条件
一 一 移 一 一

‘

一
’

一
’

一 一
‘

一
’

一 一 ”一 ”

为
“ ·二 , “ 。二 一

, “ , 口 , 士

‘ 一 , 久 , 卿‘泌
,

物 一 氏试幻血礴
, ,
凡

一

氏“ ‘ 刃 嘴 ‘
,

鲡一 磷献习
一

枷翩
, , 凡 一

式中诸西数 娇
, 幻

、 件 习
、

‘ 刃 及 口卜肉 习 均为变 , 他偶函数毛

若 , 。,

则问题退化为轴对称变寒向愈
,

这是文〔一 研究的菊况 本文颧凌如 》
,

即讨论非轴对称变形问题 下面对边值问题
、 、

进行讨论

三
、

签本方程与签本解

弓进势函数 甲 和 沙 互
, , ,

采用张量记号
,

则位桂与势函数的关系可写
为

“ , 一 甲
, 。 , 友少、

,

,

令 。 , 台汉沙 ,, ,

上式改写为
“ , 一 叭‘ 十 留 ,

容易看出
即 , , ‘从沙如 ,

应力 由下式确定
伪 , 一 又 场句 十 ‘巩 , 十 。 ,“ 留付

无体力情况下
,

平衡方程为

护汀

如用势函数则可表示为

少

尹 必

一 , 、
‘

留 ,

一 一甲一 不一 巾
,

一 ,

冷

对于边值问题
、 、 ,

可设势函数为下述形式
中 中 , , , 日

伞 甲 , , 。。 , 口

,
, 。 , ,

,
, 夕

, , 切 , ,

如初
,
二 。 , , ,

,
。口

故有
, 必 , 。 苗 ,

。 伽 一 冲
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, , 必 , , , 一 苗
, 滋。 一 日

式中
必 ,

苗 , ,
。 , ,

一 。
,

除 。 , ,

幻为变量 二 的奇函数外
,

其余诸函数均为变量 二 的偶函数
。

把式 , 代人式
,

消去因子 口或 后
,

得

乏少
,

乏甲 , , 少 , ,

, , , 、

一
云 切气 , 少 一了—百了上 一

‘ , 景
一劲

景 劲

中 ,

二一 苗 , , 少 ,
·

,

二。
,

一

一 公

一 ,

一 ,

一 ”

‘

—
气犷 宕 少

口

式中算子

呱 一理
口
‘

阴
, — —一

一二
护

护
月 一 , 一二

宕‘
一

, , 。

现在
,

问题就归结为怎样在一定边界条件下求解上述方程

我们称满足 的前二式
,

和 的第一式的解为基本解
。

下面采用分离变量法解方程组
,

以求得基本解

情况 对方程组
,

我们寻找下述形式之解

中 , 。。 ‘友,

甲。 , , 甲。 , 友
。

,

必。 , , 份。 、 友,

苗 , , 苗二 , 友。 ,

。 , 。 , 友。二

式中 及二 为常数

由类似 ” 的方法
,

可解得

中 , , , , 。

甲。 , 乙 , 。

万 。
。十 粤 ,

。 。

李 二
。

弋氛 尺命

功功 · , 一 乙
。。‘一 , , ”二。 一 。 , 会

‘
· “ , 十会

· “ ,

。。 ·

卜 ‘
, 。‘一 。 , ”

, ,‘一 , , 会
‘一 , 会一 刃

‘份 · , 一 ‘
。 ,‘

·

, ”
· ,

· 。 , 会
‘一‘。 , 会

‘一‘“ ,
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式中

又由 。 , , 、

犬二 , ,

云 、
、。 聂

,

万, , 一 。 盖

。

加

一 ”

一 补

尺 。 ,

万 一 一
,

一 ,

, , ,

一
,

一 ,

, 尺 , , ‘。

一

,

亡、 一 乙二
,

力俪 力

,

诸常数须满足等式

附脚
二 十 , , 一

二 一 。二 一
,二 一

一 ,

一 妙

一 ,

一 ”

,

根据此组势函数可求出位移
、

应力诸分量

注意到 甲 , , 中

取 ,

会
‘· , 十会

。

的贡献可由其余诸函数表示
,

所以可

将
‘ 、 、 、

和 代人
、 ,

并令 , , ,

得
, 、 ,日 ,

尺 , , 日一
石王二一 又

二

少
‘

一
‘ 正、仍

一 ,

坟了二丁办疏 ‘
· ‘· ,

月 一
—,
“ 一 ”一示先狱

‘一 从 “
。

二困
,

一 , 鱼玉丝 众
。
些丝

, ,

, , 十
, 一

。
认 ,

一

式中 , , , , , ,

用 ,
、, , ,二

取 。

弩 。
, ,

⋯
,

和 口 , 为待定常数

财在边界 士人上
, 二

把
,

代人
,

的第一式
,

得

‘
· , 了

, 牙
兴劫 一 梦

一 , , 尺

加
、三

飞、
。 、

一

。
, ,

一
月

一 公

一 ,

一 扁丁
十从 ‘嵘助袱两卜

·

一一双

、了

“、夕、,︸
阴叨

‘
· , 了 , 一斌渝 一

‘一 “ ·“

小
。

十
· 了

,

众
一 ‘一

‘ , 。

十
‘
· , 了, 一

众
一 ‘一 瓜 小

。

尸二,卫‘︸卫
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, , , 一 一
了

,
, , 一 。

‘· 。

,

”

,

称

一 , 一 , ,

‘一 , 。

,
一 卜

, · , 。

, 灭把岌万

一 公 月

一 , 。尺。
,

尤 , 及。
称

一
。

枷份’
,日飞

一
。 , 。

反。 。
一

。 二 。

。 。

,
一

。 。

一
。 , 。

二

一 ‘一
二“ 。 , ·

。 , 。
” 一 一

, 。

,
,。 一

户工

从
、

式可解出 和 二 这样
, 我们获得了一组含有待定常数 , 、

,
、

, 。和 , , 的基本解

对于 的情形
,

一 式不再成立 这种情形须特殊处理如下 事实

上
,

这相当于一种平面应变情况
,

我们引进应力函数
, , , ,

不难导得

·
, 一 , “

。

众
”‘ ’ 。

情
一 ‘’一 ” 。

众
” 。

众
一 ’ ,

·

“ ,

如前面一样
,

我们进而可求得应力与位移的表式

这组解恒满足 的第一
、

第二式及
、

式的第一式
,

所以
,

它也是一个基本

解
。

情况

对方程组
,

我们寻找下述形式的解

。 , , 。
中 ,

甲 , 。 。 甲 ,

必 , , , 。 “ , 份 ,

苗 , 。一 , 石 , 幻
。。 , ,

‘
, 。 , 二

式中气 为常数
, ,

为 , 阶圆柱函数

, 一 “ , , 。, 夸, , , , 刀 一
, 。 , 。

·

若
,

为待定常数

把 代人 式
,

不难解得
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中 , 一 , ,

甲 二 , , 。

山 一

走

“走

·

一 ,

。 二 。介

乙 , 一 云长 砂
‘ 一 · · , 十 “ ·‘·’

。 。

一子一 梦

。 十 “ ,

式中 , 、 、 、 , 和 , 为待定常数

由 。‘ , ,

诸常数须满足等式
灸一 灸 灸一 一

,

一 ,
么 一 。
“花

同样地
,

我们可根据势函数定出位移
、

应力等

与情况 类似
,

稍加分析后可见
,

在
、

和 三者中仅存在二个独立常数
,

所

以
,

不失一般性
,

我们取 ,

为了获得基本解
,

我们还必须适当选择其余待定常数
,

以满足
·

的第一
、

第二式及
、

式的第一式 为此
,

我们首先计算出应力分量‘
几

和 勃
二 ,

把
、

巧
、

及 式代人 式
,

得

几 , , 尹 , , 二

”日

一 , 。 ,

袱幻 十 了 。认幻 一 亩。
尸

肠

“乏

丁
忿卜‘

。 , 、

, , , ,

刀口 一命
二

卜, 、、
十
警、、一气叫

、、了
之邝

了‘、了、
一

气一
一

把上述表达式代人 的第一
、

第二式及
、

的第一式
,

并利用 主 攀轰 得

叭 一
一

和

二 , 二 , 。 一 二气
。
二 。 , ‘

头一粽瞬乡一架瓮
。
走

奋一不魏刃
, 。 , 一 。 ,

由
·

。狱
·

‘ 可解出常数 “‘
、

知 我们蝉方季伽 种无限多个平率终蟹把
、 、 , 、

及 代人
、 ,

并令 , 一 花 尽云得
“ , , , ,

”口

一 注。 。 ·

等等

,

一 十 一口备

‘ “ 五

一

、
, 、

一创鲜叫
妇

二

习
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这样承们获得了另一组含有待定常数 么 的基本解

四
、

问 度 的 解

本节中
,

我们把基本解相互益加
,

以求边值问题之解 令

,

艺 哈系 习
口姗

凌

这样构造的解
,

自然满足边界条件 的第一
、

第二式及
、

式的第一式
,

而

其余五式则可以通过适当选取基本解中的待定常数得以满足

把 式代人
、 、

式的剩余五式
,

得

艺 黑
, ,

艺 入
, , , ”, , 一 ,

仍 女

艺 讨架
, , ,

艺 砰
, , , , 。。 ,

阴 灸

式是含变量 的方程
,

而 等等则为含变量 , 的方程
,

将
、

等各按

正交基
。

气 , 和 展开
,

比较诸基前的系数
,

可获得一组线代数方程
,

求解此

方程组
,

定出常数 才
, , , 二 , , 。 及 ,。 ,

则间题得解

五
、

计算实例与讨论

设柱体端面自由
,

而侧面上的作用力沿母线均匀分布
,

当此柱体较长和较短时
,

问题

分别化为平面应变和平面应力

实例计算时
,

取
, , ,

首先
,

计算了 等于呼和 时
,

方程

儿 。 二即 一 几 即 二伽 。

的特征根
,

对柱体内外表面载荷
,

设 。、 幻 价 , 幻
,

肠 刃 价 幻 计算表

明 一 句中 。
,

友指标各取
,

项时
,

计算结果已能较好满足边界条件
,

说明

了所取解系的完备性质

对于不同的高度 通值
,

计算了柱体中截面上的应力
,

结果见图
,

八暇八﹃,人八

电卜

。

“

图 , , ‘ 口 , , , , , 口 , 。 ‘ , 口
,‘ 了

图
,

表明 随着高度的增加或壁厚的变薄
,

应力 ’二 迅速地趋于平面应变状态下

的 ’值 但是
,

因为应力‘ 沿环向呈 口分布
,

所以
,

在一般情况下
,

即柱高不太大或
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壁厚不太薄时
,

平面应力和平面应变间的差别程度沿环向是不同的
,

例如 ,

奋口婆子
处

,

二者间的差别程度最大
,

而在 口等于 书
“

处
,

二者间的差别消失 这是非轴对称变形

不同于轴对称变形之点 图 为柱体侧面上应力 心 的分布图 通过计算结果我们能够看

到柱切面内之应力对厚度效应并不敏感
、

二

月性亏曰

卜

、一一﹄︸

图 口 , , ‘ 口 , 。, , , 。 才 “ 口闷。 , 二 丁 图 尺 , 尺。 , 五扭
, 二

,
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