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无力矩非对称双自旋卫星的姿态运

杨 海 兴

上 海 交 通 大 学

提要 本文从动量矩守恒定律出发
,

导出以欧拉角及相对转动角为参变量的非对称双自

旋卫星在无力矩状态下的一阶运动微分方程组
,

并利用能量积分获得零马达力矩条件下的解

析形式姿态运动规律
。

以此讨论了转子 自转角速度接近零时一类卫星的姿态运动稳定性
,

及

其在消旋过程中通过不稳定区域时的非驻定姿态运动 文中顺便指出并纠正了文献【 」
、

的错误之处
。

双自旋卫星的一种初步近似模型是陀螺体 一九七 年
, , 给出了带一个驱动

转子的非轴对称陀螺体姿态运动的部分解
,

一九八二年
,

等〔 利用欧拉方程及其

首次积分给出两个欧拉角和相对转动角的解析积分 由于在一定条件下
,

例如转子 自转兔

速度接近零 〔 或等于相对转动角速度即 , 某些非对称双自旋卫星在消旋过程中会陷人
“ 消旋被迫中止而章动角 日益增大 ”的所谓“ 陷井状态

” ,

因此研究双自旋卫星的解析积分

具有实际意义 本文避免使用传统的欧拉方程
,

直接从动量矩守恒定律出发导出以欧

拉角及相对转动角为参变量的非对称双自旋卫星的一阶运动微分方程组
,

并利用能量权
分进而获得其解析积分 由一阶方程组可直接判断转子自转角速度接近零时一类双自旋
卫星拟永久转动的稳定性

,

给出不稳定区域的判据 利用解析积分可讨论它在消旋过程中

通过不稳定区域的非驻定姿态运动 分析表明
,

为避免这类双自旋卫星陷人陷井
,

除了采

用足够大的驱动马达力矩或章动完全阻尾外
,

还可采用小章动角时开启马达
,

大章动角时

关闭马达的控制方法
,

使装有较小功率马达的卫星也能顺利消旋 分析中顺便指 出并约

正了文献 〕
、

〔 的几处错误

一
、

运动方程与首次积分常数

设双自旋卫星
,

由刚体
、

以轴承联接组成 图
、

与 的质心
、

与 均在相对转动轴 上
, 、

相距为 , 为非对称转子
,

其中心主轴坐标系寿
一 为轴对称平台

,

对称轴沿 轴
,

令固结于 的坐标系 一

相
对 一

的转角为
,

相对角速度 ‘ 口 设
、

与 的质量分别为 。 , 、 ,

与 。 ,

相对各自中心主轴坐标系的惯量并矢
、

与 分别为

一 艺
‘ ‘ ‘ , 一 万

了 ,

, 一 艺
,“ ‘

本文 年 月 日收到
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图 卫星模型

其中 为首次积分常数
,

与 。 为 如 与 。 的缩写符号 根据动量矩的定义
,

万又可

写为
一

‘
·

口
,

其中 口 及 分别为 相对 及 的角速度矢量
,

。 一 取
,, 。 一 艺 二

设 。 为 绕其质心 的动量矩矢最
,

则有

坑
·

山 口

列 出 相对质心的动量矩定理

注抚 十 必 场 一 筑
,

其中波浪号表示相对 ” 一

凡茂 的局部导数
,

表示由 作用于 刀的乌达力堆谭驱

动力驱与摩擦力矩之和 式 对 轴的投影式为

城 十 玲 一

若 一 ,

取 为积分常数
,

则有

叭 “
说明在零马达力矩条件下

,

的动量矩沿 轴的分量守恒

令 , 一 , , 几 一 几 汉 , 一 几
, ,

由式 与 钓 恒等
,

推碍
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叭 几 一 拌 ,

奶 , 甲 , 晚 甲

根据图 有

合一 叭 叭 。 。, 甲 ,

汤 峨 甲 处 甲 ,

沪 。, 一 峨 甲 处 甲

以式
、

代人 及 ‘ 口 ,

可得

含 一 甲 甲 ,

诱一 , 十 一 , 甲 ,

沪 久一 一 一
, 甲 一 拌 ,

‘ 拌
’

一 又,

以广义坐标 价
、 、

甲
、

为参变量的一阶微分方程组 确定无力矩非对称双自旋卫星

的姿态运动

除了式 的 及式 的 两个积分常数外
,

在零马达力矩条件下
,

系统能量守恒
,

动能为常值

一 生 口 二 二 生 一 ‘”

由此可推出第三个积分常数 。

、了、产二
‘︸、矛且且了、了、

﹄一 ,

试 ‘。圣 鲜
,

以式 代人
,

令 , 一 友
,

推得
。 一 又 一 从

, 几 , 一 , 甲

由上式可将 一 , 甲 及 扩武 一 , 扩甲 , 甲 表示为 的函数

、少、,产
孟︸月且孟了、了、一 甲 又

一 又 一 夙 又 山 。 一 几 产左 孟

一 —
一

—
一

‘ 一 , , 甲 , 甲 一 几 一 又 一 九

式 中
, 一 了 一 那及 又一 矿友

,

卜
。 几 一

扩 一 户反 又一 拌 ,反
, 几一 。 几一

、产、,了﹃月︶,几,石了、‘、

二
、

方程的解析积分

令 , ,

利用式
,

可将方程 化为

扩 一
, 又一 又一 二 九

我们只讨论 与 ,

两类卫星
,

则恒有

几 一 又 一 夕 ,

一 又 一 夕 ,

一
又

一
由式 可解得 幻 与 九 幻 的零根分别为

,

一 无士 斌瓦 一 二 , 。 一 , 友土 了瓦 一 。

利用式 匀 可将 八 与 八 表示为
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△ 一 又一 , 一 从 一 孟 一 户 护含。, 甲 ,

戊 一 「‘ 一 。 一 从尹 一 、 一 , 扩甲

由式
、

可知
,

恒有 △ 妻 。,

而 △ 不能保证不小于零
,

因此 尹 可能有四个实根
,

也可能有二个实根和二个复根

四个实根情形

设 扩 的四个实零根按大小顺序排列为 。 ‘ ,

则式 可改写为

碑 了一 二 一 。 二 一 占 二 一 。 二 一 ‘ 一 ,

丫 、一 、二 由

令

二二兰 一 卫二三 戏
。 二 刃 二二兰 一竺几兰八

二
刃 仕,

— 一

、了、了、声、了、少、产﹄甘哎少勺才

伽。。。伽伽
了 一 , 又 一 之 一 一 一 ‘ ‘门 ,

‘ 一 一 一 一 石 一 “ ,

代人式
,

可推得

己, 了 一 , , 一 二 , , , 一 浮,

因此 为模为 ‘ 的雅可比椭圆函数
夕 。 , “ 一 , 一 , 。

其中
。
为初始时刻 由式 可求得

, , 。 , , “

时
,

一 ‘

‘ 弓 时
,

一
,

一

一
,

, 刀 一 。 一

一 一 。 一
, 一 一

顺便指 出
,

文献 给出 “ 时的 马 一

两个实根
、

两个复根情形川

一 一
,

⋯
,

有误

由式 容易看出
,

这种情形对应于大章动角运动 设两个实根 。 奋 ,

南个复报
‘ 、

一 夸士 伪
,

则式 可改写为

丫一 一 “ 二 一 二 一 夸 , , , 〕一 ,

丫 、一 、‘ 山

令

一 召毛华
一

卒
,

。一 。 一 。, , 几户 , 一 吞一
】 ” 。

‘ 一 一 力 “ “
’ ‘ ’ 一 ’ ‘ ’ 一 ‘ 、 ,,

一甲

代人式
,

得

, 了 一 , ,

口 天 , 一 。 一 吞 , 。 一 石 ,
一 一 及 ,

风
一 一 二

了 一 一 , ‘

对下列两种情况
,

分别可推得

一 , 一 ,

时

夕 “ , 二 “ , 。 。 , “ ‘ 一 , 。

、
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一 一 , 〔又 一 一 及 “ , ,

〔 一 占 , 一 一 , 尺 ‘ ,

一 ,

口 一 时
,

夕 , “ , , “ 一 。

一 , 又一 又一 , 一 一
, ‘刀

一 , 一 一 , 全 一 一 , ‘夕

其中 。为初始时刻
, 、

⋯
、

定义如下

一 , 一

文献 没有考虑第二种情况
,

显然是不完整的 在下文讨论卫星通过不稳定区域
的非驻定姿态运动进行数值计算时

,

我们发现需要计算的恰恰是第二种情况
,

因此文献

汇 的这种忽略是错误的 至于重根
,

可以认为是上述两种情形的特例
,

不必另予讨论

式
、 、

给出了不同情形下 ‘ 的解析积分
,

由此容易得到 价
、 甲 与 “

的解析积分 下面以四个实根情形为例说明这一点 将式 分别代入方程 与
,

可得

、,、、声、少、,、,产
,引引钊,‘、,,、︸,了、‘、 。

了、
廿

了、
‘了、, 一

‘ 。 一 又一 邵友 又 。 一 又十 拌交 又

一

, 一 “ 一 又一 娜友勺几 二

一
「一

一

。 一 又 那友 孟

将式 分别代人上二式及式
,

并引人以下参数

一 几 , 产 , 友 。 一 几 产左
, 户, 。 一 几一 夙

一 。 , 一 。 ,

‘ 一 一 一 一 一

。 一 。 九 。十 一 , ,

云。 户,

十 。 一 ,
一

。 户 一 又, , 孟, 刃 一

声
, 一 一 , 一 风 一 风 一

积分后
,

可推得
“““声︺广

召
, 一 。。 “

一
。 一

八

甲 。 。 一 。

“ “

“ 。

夕 , “

“ “

口
, ,

“

十 风 矿 “

十

“

风 “

“

。

十 热 矿“
甲。

。 一 。 。 一 。。 ‘ “

其中 讥
、 甲。 与 丙 为初始值 显见

,

上述欧拉角沙
、甲与相对转动角 的解析积分式中均含

有勒让德第三类椭圆积分阁 积分 的推导由于直接应用一阶微分方程组
,

比文

献 〔 要简捷与明了 同理可推得两个实根
、

两个复根情形的 沙
、 甲 与 。 的解析积分表

达式
,

这里不再赘述
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三
、

自转角速度趣近零时的卫星攀本稗准蜂
在一般情形下

,

方程组 各式等号右边参变量 甲为快变量
, 导 为慢变量

,

方程组
对每一 司沪 周期作平均化处理

,

处理后的参变最加一划表示
,

可得
宫 , 一 丙

访一

币一 、 〔又一 一 户

衣一 拌 一 又二 氏

显见
,

宫
、

蒸
、

币与 衣均为常值
,

式 是方程组 的一个稳态解
,

说明双自旋卫星

在作拟规则进动
,

当 一 时
,

绕 轴作拟永久转动 此时
,

由式 可得幸遨亦为

常值
,

网 加。
。 一 拼

当自转角速度币趋近零时
,

即文献 式 情形
,

上述拟规则进动或拟永久转动可

能不稳定 将式 式 。,

代人
,

得
二 , 一 二 、 「厂 、 了 一 、 ,

甲 一 一 山 了 尸 、一下二一一 一 几一万 价二下一一 一 、一一万丁一 “甲
、 ‘ 儿 十 拌 纳 、 公再

根据平均化处理的要求
,

显然 孕不能等于零
,

必须满足 引 , 由此推得稳定性条件

卫二匕工 一
几 拌 。

、 一 、
, 洲产 几

—
几

判据 与文献 〔 判据 经过变换
,

都可化为如下判据

叭
,

或 叭
, ,

、 , 一 才 刀 , 尸 一 一 才 召

但与文献 【 相比
,

本文推导较为简捷
,

物理意义较为明显

为了深人研究由于 的不对称性而引起的卫星姿态不稳定性 , 可直接应用首次积分

式 积分常数 。 可 由 叭
、 、

, 与 甲的初始值 吻
、 、 。与 肠 确定如下 一

。 一 斌 加 , 驴 。 一 驴物 , 。 产几 肠氏

取实际非对称双自旋卫星的参数如下

扩 一 心
, , , 〕

导。 甲。 。 一

。 。

叭。

“ 一 ‘
·

,

稳定情形 ’吻 一 “
·

“ 不稳定情形

叭。 一

除 。
外上述参数与文献 〔 所给参数相同 根据积分式 匀

,
可以画出参数 仔 卫星

章动角 沙随 甲的变化曲线 见图

图
一

表明
,

当章动角有小的初始扰动值 仇 时
,

对于稳定情形
,

章动角 在小范肇内变
动 对于不稳定情形

,

随着 甲的变化
,

章动角“ 会变得很大 与文献 汁 图 中的寒与 ,

相比较
,

本文图 ”的章动角 , 与自转角 甲的物理含义要明确得象 由比较还可舞彝
, 文献

图 的曲线 性态有错误
,

原因在于推出该曲线的积分式 错了〔错课的产鸯是因
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翻
可

汉

一 一

叭度

图 卫星姿态稳定性

为由式 推出式 时错将 , ,

改为 的缘故

四
、

通过不稳定区域的非驻定姿态运动

下面我们研究双自旋卫星 在消旋过程中通过不稳定区域的非驻定姿态运动 设

为常值
,

令 一
,

消旋时
, 下 由式

、

可得

一

其中 为初始值 上式代人方程组
,

得

合‘ , 一 甲 甲

运 十 一 , 甲

币 , 又 一 一 一 , 甲 一 拌几 产了

拌 ’一 又, 。 一 拌 ,

上述方程组是一个显含 ‘ 的非定常运动微分方程组 由于相应的定常方程组 已有

解析积分
,

并且 了 一般来说是一个小值
,

因此可用迭代法计算方程组 的解 只要时 ’

步长取得足够小
,

就可以得到满意的精度

以式 代人式 叭
,

得
切 一 又, “ 一 拌 。 拌 ‘ 斗

上式两边对时间微分并利用式
,

可推得
苗 户了 一 又 一 , , , 甲

只要
下 几 一 , , , 那 斗

就能保证物体 角速度分量 叭 的持续增长
,

从而避免陷井状态
,

使消旋顺利进行 为满

足式
,

可使用功率大的力矩马达 取较大的 均
,

或者在消旋运转一开始
,

章动完全阻

尼 保持 为小值
,

否则就会陷人陷井状态 为说明这一点
,

根据参数 和方程组

的解析积分分别给出图 斗与图 的曲线

图 给出 叭 由 到 变化时
,

章动角 的变化范围
,

见阴影部分 可以清楚地
看到全图分为三个区域

,

用虚线隔开
,

两条虚线恰好是稳定性判据的临界线 是稳定区
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︵朴翻减赶

一一
一召二

,,

伽
书碗精匕,

︹‘甘伪臼‘山

‘

动一斑

夕定

几味,驻以氏今的
介以

、

渺螂
八月卜,度区叭料气、翻定八飞到稳洲

认利代山过比上、通、‘
卜

星厂一以卫、图
即肠

︵洲龟

即盆心

· 。
·

, 导
· 。·

。

图 章动角变化范围

域
,

是不稳定区域
,

由 进人 发生分叉
,

下部是稳定区域
,

上部是不稳定区嫉
,

图 应用迭代法以及椭圆函数的级数表达式与倍角公式
,

给出双自旋卫皇通过不

稳定区域的非驻定姿态运动曲线
,

与文献 采用的 “ 法相比
,

利用本文解析积分给

出曲线较为简捷
,

并从某种意义上可认为该曲线是精确解 曲线分三种情形 丫 ,

, , 了 ,, 了 ,

设初始状态为 ’ 峋
、

耐
。 ,

此时卫星处于稳定区域
,

章动角是小值 随着时间的增长
,

逐渐减小
,

卫星将进人
不稳定区域 对于马达力矩较大的情形

,

章动角保持小值
, 叭 与 一口 线性翱大 对

于马达力矩较小的情形
,

章动角逐渐增大
,

妈 与 一口 逐渐减小
,

并伴随葬荡油马达

力矩越小
,

振荡越厉害
,

其中 叭 沿区域 ‘
、
“ 的分界线振荡 见图 ,

,

卫擎障本吟井状

态 进一步减小
,

卫星将到达区域 对于情形
,

卫星进入下部稳定区琢 消旋成

劝 对于情形
,

卫星进人上部不稳定区域
,

消旋失败

下喊皿阅秒勺
。 公一叫 一户 ,

遴 扮 。 理。
︸

习月性

垦
哈

图

如 ‘ , 物 加。 工

控制马达进免陷井状态
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在力矩马达功率较小
,

而章动又不能完全阻尼的条件下
,

还有一种避免陷井状态的方

法 从图 可以看出
,

当卫星在不稳定区域 时
,

章动角 沙有时处于小值范围
,

有时处于

大值范围 我们可以在章动角取小值时
,

开启力矩马达
,

章动角取大值时
,

关闭力矩马达
,

从而避免陷人陷井状态 图 就是根据这一方法而给出的通过不稳定区域的非驻定姿态

运动曲线 此时 丫 扩
,

当章动角大于 度时关闭马达
,

此时 , 约为 秒
,

待章

动角小于 度时再开启马达
,

此时 , 约为 秒
,

然后直至消旋成功
,

此时 约 秒 这

一方法与文献 的带小功率消旋马达的 汉 双自旋卫星 此时平台 相对转

动轴动不平衡 消旋时避免自转角速度等于相对转动角速度的响应陷井所采用的 关 闭 马

达的方法是类同的
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