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提要 本文证明了在无限水深情况下 波对柱体的散射问 题 的 辐 射 条件 仍 然 是

条件

近二十年来
,

非线性波对海洋结构物的作用问题一直受到学者们的重视
,

因为线性理

论仅适用于波幅和波倾角较小的情形
,

如果波幅增大就应考虑非线性效应
、

非线性作用还

会使结构产生二阶低频振荡力和平均二阶漂移力
,

这对于系泊浮体的作用力和大结构的

共振有着重大的意义〔 此外
,

即使在波幅不大的情况下
,

对于相同的波幅和频率而言
,

非线性理论可得到比线性结果更大的波长
,

而这是符合海洋实际情况的 习 散射的线性问

题在理论上已由 等人解决
,

他证明在 辐射条件下
,

解是唯一的 但对

于非线性问题
,

其摄动解的二阶方程是带有非齐次 自由表面条件的边值问题
,

无穷远处的

辐射条件应如何提法呢 这是一个有争议的问题 本文构造了一个满足方程和非齐次表

面杀件的特解
,

证明它在无穷远处是小于或等于 。 , 一“ ,

其导数小于或等于 。 一 ,

“ , 了 尸 扩 尹
,

即是水平距离 可见它本身满足 条件 余

下的齐次边值问题可仿效一阶问题提辐射条件
,

从而证明了二阶摄动方程在

辐射条件下
,

解是唯一确定的

一
、

甚本方程和边界条件

为了叙述得具体确切
,

我们假定柱体为圆柱 但所得结论对任意截面的柱体都是成

立的
,

坐标系如下图所示

图

人射波为 波
,

它的二阶表达式为

中国科学院科学基金资助的课题

本文于 年 月 日收到
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, 了

一纂
‘·“” ·‘〔“‘ 一“‘ ,

式中
、

左分别表示频率和波数
,

它们之间应满足色散关系
, 一 左 左

, ,

。 为人射波波幅 由已知展式

亡‘天‘

一 艺 占。 ” 。

左,
·

日

则入射波可表为

中

其中 几 。, ,

竺兰 。 及男

左
, “ 鑫

“·‘一‘
·

‘·

一
日 一‘“‘·

, 。

为柱函数 为小参量 如 是径坐标
, ,

·

,

、、声、夕‘

盛巴」了宜、了、

扩 十 犷 散射问题的基本方程和边条件为 , 为表面升高
,中 , 日 , , , 一

二
,

了
, 爪 , 二 。

、 一
豹 十 中 ,

舟《中子十 弼 十 舟 哪
,

在 “ 刀
厂

、户、、、户,︸、‘、了,、
二

,

二 二 一
刃,

卞 岁刃
,

十 爪 口枷 一 岁 ,

仕 万 一 ,

一
,

一书卜

当

当 。
, 一

叭饥

‘ 为柱体半径
,

还有辐射条件
,

从物理意义来说
,

它规定散射波向外传播
,

从数学上而

言它应使问题的解存在而且唯一
,

辐射条件将在各阶近似方程中分别给出
‘

以 一 友
。

为小参量
,

将 中、 , 展开

中 中 ,

扩少 ⋯
, 刀 勺 ⋯
丫

在一般情况下 有限水深和三阶以上的近似中 应将 仔 展开 。 丙 十 。
、 十 二

在深水问题中
,

由 式可知 。 一 ,

这意味着当只计算到二阶时可不展开 ,

中 、

叭 分解为两部分

少 一 电 十 电
,

少 一 叭
,

少

不过

再将

其中 少 ,

为人射波速势
,

叭
,

和 叭 是一阶和二阶散射速势 一般情况下
,

人射波速势应有

二阶项
,

但在深水情形
,

由 和 式可知二阶人射波项不存在

将
、

代人基本方程 一 式
,

得到关于散射势 叭
, ,

叭
,

的方程和边界条件

如下

铲叭
,

一 。 、

擎
一

十 。

婴
一 。,

当 劣 一 。

之 丫

巾 ,

岛

口必 口少
、, 八 、 , ,

, 兰〕 一 一
一》 , 三日

口,
·

名 一补 一

以及
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鱼丛仁 十 。

塑
一 当

口 口了
‘

么

一
,

当
中 ,

“ 一

石牙 、 当 之 一 —

对于一阶问题 已经证明在 辐射条件下

石 瓷
一 、

“ 一
,

“ 犷

一 的

问题 的解是唯一的

对于这一 句题
, 〔 ,

中
,

价工,

一

等人 已给 出解析解

币、,

一

导
亡“’

悬
”·
‘

”“ 二友
。

公” 交
。

。

友,
、

。 。日

、少
了、,少、了曰、少尹州了二曰三,人了‘、护、

、,、

式中
。 , 月护 为柱函数

,

右上角符号“ ’”表示对变元的导数

对于二阶问题
,

其中的 是 已知的
,

由上述一阶解 少 所决定
, 、

, , 二
。

一 少
, ,

小
, ,

十 乙 少 , ,

一 叮 少若
,

少
。

舟 少 。

一

上式中的下标
、

表示对 二 和 的导数 由 和 可知

, 一

眷一鑫
尸

· ·

一
“ 一

,

一
“。‘一 了

, ·

影探、“ ‘ 友
·
’左

。

二
、

二阶非齐次 自由边界条件的特解和渐近性质

本节讨论二阶解求法

边条件如下

价

以及

将 叭
,

分解为两部分 典
,

一 价 侧
、

它们分别满足方程和

价 十 了必 ,

当 宕 。

汕 。,

创黔

。 创瞥 护叫肆一 。,

当 二 一 。

一 叭
, ,

当 犷 一 “

式表示非齐次自由表面条件所规定的特解
,

一般情况下
,

应含有一个与时间无 关

的项
,

它表示由于非线性引起的水位变动 但在无限水深情况下
,

由 匀 和 式可知

不含有与时间无关的项
,

此点与深水 波的性质相同 均 由含有因子 。一斌 的

项组成
,

因此可写为
、夕、,
︸夕了︸“育

,

尸
、了、了、曰

对应地将 必 表为 价 一 石

一 却 一 蓄

一 万

满足

一
,

当 二

我们通过在自由表面上分布源点的办法求 的特解
,

源点密度为 了 如果记
,

则 可表为
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二 攀万

, , , 刀 ,

畜
, , 夸 ,

户痴

仃其中 矛一 。 ‘ ,

为格林函数

一 生 十 、 ’

男牛 、 十 二 。‘ ,

交一 又

, 一 一 夸
,

一 ” , ‘邝

一 一 夸 , 一 刃 , ,月

式中的积分为哥西主值积分
、 。

为零阶柱函数

式中 可通过 求得
,

它们是
仁‘沪门处

, , , 一 傅 才 , 、

尺
’

· , 一 合件 愈 专熟纂, 一 既 ·

注

,

鑫
尸二 ,

一
。。

一“ ,

刁卜参含敷。含郭
一 ,

暑
, 十

了编
,

卜

客
· ·

,尸
· ”一 一

”

, 卜喝 鑫劝
十
合郭艺

, , 一 ”聂,

皿 留
滋,

十 “ 艺
尸

,

尸
, 、

一
“

·

现在证明 沙 是 的解 显然 必 满足 禅 方程及底部条件 其次利用公式

了一 ’“ 一 犷 ‘

又 二
目 ‘ , , , , , 。 、 , , ,

一 一 十 流 巴 、一
气入 夕 八

】 夕

、尹尹、
产

帐帐
。一头一头了口‘ 、

—一 儿行 一
口多

可得到

尸淤“

, ”,剥分
、,

七﹃一阮二八
一

石一 一 比尤

、 名 ‘

二芝

嗽洪
。

十 、会
“

一 对 夸
, 刀 畜 ,

二 一 杏 一 , , , ,

, , ,

刽价城
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矛一 参
, 刀, , ,

其中
。

是包含点
,

力 的小区域 上式右边第一个积分为零 而由位势理论可知

。 李 李 生、、 、, 一 二 , ,

“ ‘ ” 乙“ 铭
‘ 、 犷“

从而证明了 满足非齐次边界条件

现在分析 沙,

在无穷远处的渐近性质 文献 〔 给 出了计算式
”

粤土粤
君 , ·

了。 、 、、 一 、。孟·

劣 一 , 。。 、 一 , 。

入 一
、

几 ‘孟找

了 ‘

, 又 沪

一 ‘’ 亡‘ 了

, , , 尺 , ‘“

︸
产几吸,、︺

一

马 是零阶 函数 由此则 可表为

‘ 一 粤、。孟·

牛 一 , 。。
‘

, 。 、 一 一“

艺 沁代

了 ‘ 了

, , 犷尺 , 沙

了 了

, , , 尺 , ‘” 二
、 。

砂十 丁一 十 万几 气凡代 少
”一 。

乙

一
户

一

注意到

, , 又 , 功 又尺

一 之

又

之·

甘

又 , ‘刀

代人前式得到

一 , 。。 、 夕。 一 一“ 片毕票一于
四 又了 十 比

一

找 一

夕
, 一

名忿几几一君
户‘、,‘,人

一
一一

, , 。 尺 。‘二

十 生
犷

考察同一水平面上的波形
,

即令 固定 ” 时有渐近展式

。。 、 一 , 。 、 兰 冬
河 沈入

’

, 一 之, 及‘
几一 一 ’

当十

因此有
。几二

、
行 一 一

一

—
又

,

护 竺花二一一 , 一厂 , 了 一万一 下
’

一 又
,

又一 , 尺一 ,

“
‘

一 广
了

广 又,尺 , ‘口

另一方面
亡了

, 十 、, 尺 , ‘“

一 、。 一上
一‘’ 。、 , ‘一 一‘

又

名孟一
产卫︺

盆
,盛

亡
几孟

〕 , , 飞 一 飞 、

一 一 凡
· ,

—十 口 孟
一

找 人
几

上 上
一 ’

、

由此可得‘ 在 ” 的渐近估计

又一 , 一 、
,

当 尺 、的

的渐近展式可由 了
,

和
,

的渐近展式得到
,

因 是由 了
,

和
。

的乘积项 所 组 成
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所以
, , 一 。 又一‘ 一‘

当 ,

、

现在估计 在 ” 时的 性 态 已 知 又 和 又 ,

时 由此可得

当 ”

, 。 、
行 口 —

,

,

综合估计式
、 、 ,

可知在整个平面
,

·

一
,

”

一
, 名 铸

当当

“

若 二 , , 名 夸
, , ,

内可将 表为

又 ‘ “

其中 云为有界

己 镇
,

对于 尺

生

因 在平面 多 内连续 而当 一 时有估计式
,

因此可将它表为

一, 夕 攫
双尸 夕, ,月

当
犷 “

有了估计式
、 ,

则可得 必 的估计式如下

主 一 夸
, 夕 一 。 , “ “ ,月 夸 , , ’邝

叮日︸枷一沙 卜
、 毛 经

兀

厅 几‘ 勺夸 刀

现在研究 价 在 ” 时 尸 一 尹 十 夕今 的性态 由于对称性
,

显然可令

一般性
,

记 日, , ,

并引入变换 占 一
, 刀 刀 , ,

则

价 、韶
。 , ‘ ‘“

, 鱿 十 示
一 ‘口 夸诃小

,
·

畏 杏圣 , 一 日,

畜
, “ ”

利用一个不等式
。 二 , , 、 。

“

一 乙口 十 ‘三 一 气万 一 夕
一 , 如果 镇 镇

则上式可改写为

、, 、蛋 ,“ ·“

, 六
‘ “ , 夸 ,

弃
、 一 刀矛

‘十“ , 杏圣 刃了
’

可见上式中的积分在它所有的奇点处 包括无穷远点 都是收敛的 所以当 ”
,

则

,
,

镇 粤
, 。

汉 为常数 式不仅证明了积分 的存在性
,

也证明了 与一阶波幅相比 一阶波幅

为 。 , ’ , , 币 的波幅当 ” 时是高阶小量

下面推导 当 ” 时 咖
,

的估计式 这只要对 丸
二

估计就足够了 首先让我们来改

写 和 的表达式 根据 式
,

可改写为

, 刃 了
,

占
, 刀

夸, 刃, “ ,
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其中 人 畜
,

动 为有界函数
,

这个式子只在 ‘ 的区域上成立 不过可 以将它扩充到整

个平面上成立 由 式
,

我们补充定义
,

在圆 犷 成 时取 禹 。 ,

值
,

这就

完成了扩充工作
,

此时 式在整个平面成立
,

在全平面为有界的

其次
,

重复对 ‘ 估计的步骤
,

可得以下关于
二

的估计式
二 又一 一

,
,

当 一
‘ , 二 一 占

,

当 一
, 君

”
二 二 一 有 , ,

当 一
, 今

由此可将
二

表为下面的形式

一 一 占 男 ‘ , 、

行 二

一 一一

万一
‘、 ’ 少 ’ ‘ ’

”‘’

下
一 萝 男

一二丁二 二一 又 ,

人
‘ ’

, ,

互
, 刀 ,

乙
,

云 对所有的变量是有界的 丫

将 式 对 二 微商
,

代入以上各式
,

得到

获不术寨黔手
又丽石砰 ,

夸 ,

产、产户

上 一

一

一
一 蜜 占

, 刀

怂 一 夸 , 夕 一 刀 , ‘, ‘ , , 夸, 刃 , ,
‘ 夸 水

产,︺︺

一 兰二旦丛鱼」 乙
, ,

‘ 兰二 玲
·

十

到 箭杂 云“纳
一

若
尸共口

一 参
, 声 七 二 一‘ 一夸

, 声 二 。分

一 一二厂 —
“ “ 材 一 二 , 一 代丁二 不二万不二 “ “ , 。

犷扮 玩 昌
犷尸

“ ’ ‘ ’,

一﹄的
夕一上式第三

、

四项是在有限区域的积分 作变换 畜 杏
, 粉 一 刀 ,

记
、 一 ,

, , 一 则
二

改写为

一 杏 己
、

杏
, ,

, 一 杏
, , 一 勺, 乡 沪 杏子 刃子

’口

。
叮日一︸一

二,︸汀一肠
一一

日、 一 杏 、

乙 夸
、刁 , ,

日

。

汀日︸︸一丫

一介
十

一
一

汀

,

卫二
忆 了

日 一 夸 ‘

浏若碑叭
‘、‘‘、吸吸耳」

封十屺 沪
一 , 一 , , , ‘, 十丫 ,‘, 夸圣 , “ ,

显然 斑 火 二 尸
, ,

当 ‘ 这说明上式第三
、

四两个积分中
,

夸
, 爪 一 臼

,

氏 不是积分的奇点 唯一的奇点在
, 、 , ,

不过奇异 性 为 鱿 十 示犷
,

根据 中第七章的优函数判别法
,

可知它们在 川 耀 一 尸 和 夕 、 的有限区域上连

续
,

因而是有界的 这就证明了第三
、

四积分是 。 , 一‘

和 。 , 一

今 阶
,

再

作变换 杏 互 一 , , , 小 一 则
二

变为下式
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二

一卫 几
兀犷

安
,

云
‘ 刁夸 ,

夸里 , 聋
’刀 杏 口 , , 口孟

, ‘ ,

杏了
,

杏 刃,

占 刀 , , , 杏咨 , 刀 , ’

。︸日日︸一,山一丫
一兀

一

一 ‘ 一‘

第一个积分的奇点有两个 蜜 , , 口, 叱 和 多 一 口, , , 一 氏 对于第一

个奇点
,

其积分可能不收敛 但文献 〔 中第十五章指出这是一个可去奇点
,

即当
。

、

时
,

这个积分有确定的极限 只要以此极限值定义它在 日, 一 时的积分值
,

则此积分对

参数 日,

连续 当应用文献 中第十五章有关定理时
,

要求单层势的密度函数满足一定

条件
,

此条件相当于要求 设 为包围原点 夸
, 刀 一

,

的一个充分小的邻域
,

对

于任何属于 的两点 互护
, , 和 劈 , , , 尹

,

满足关系

夸
‘ , , 刀 , , , 一 ,‘, 一 互护, 日, , , , , , 一 ’‘,

夸
‘ , 一 男 , , ‘

一 , 护, , 占‘, ,

式中
, 占 为常数

, 占 由于 叫 眺 一
,

此条件是成立的 对于积分中的第二

个奇点
,

由 于奇异性为 一 阶
,

根据【 中第七章的判别法
,

它对参数 乡 ,

是连续的

由此可知 劝 的第一个积分对 口、, , 口,

是连续的
,

有连续性的区域为 次 哪 一 和

日 充分小的闭区域 即这个积分对 夕 , 夕 ,

一致有界 至于第二个积分的两个奇点都

是使积分收敛的奇点
,

在上述闭区域上对
, 夕 连续因而也是有界的 综合上述可得 毛

的估计式

沙
二 二

簇
一 , 下

此式也就是 咖
,

的估计式

三
、

二阶近似的辐射条件

本节将给 出本文的主要结果 先叙述二阶齐次方程的解 因为 叭
,

一

如果 中 表示为 。 扒。一 ,“ ,

则 咖 应满足的方程和边界条件如下

价 币 一 神 一
,

在 万 一

必 。一 , 丁‘

中尹

小
,

一 ,

在 一

边界条件中缺少了无穷远处的辐射条件 因为 已证明上述问题 在 辐

射条件
, ‘邝 币

,

一 又币

下 ,

解是唯一的 所以 式应是问题 的辐射条件

现在证明本文的结论 根据 价 和 必
,

的估计式 和 可知 沙 也满足 斗 式

这就证明了满足辐射条件 的非齐次 自由表面条件的二阶解 中 是存在的 至于唯一

性是很明显的 设 姚
‘ , , 少尹 为两个解

,

则它们的差

中 姚
‘

一 必尹 功尹
。一 ,

则 币 满足 方程
、

辐射条件 以及条件 议臀
,

当 护 。 币罗一 神
。

当 二 显然由 的唯一性证明
,

可得到 小尹三
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