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带有任意条共线裂纹的无穷大板问题
、
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华 东 工 程 学 院

提要 本文运用 方法和弹性体位移单值条件
,

提出了无穷大板内含任意条不

等长共线裂纹的应力函数及 尺 因子的统一表达式
,

着重讨论了无穷远处均匀受力
、

裂纹面 上

受集中力和分布力这三种加载方式的问题
,

通过例题还取得了一些精确解和数值解

,

曾把
,

在流体力学中的工作 〔
, ,加以推广

,

给出了带有

两条共线等长裂纹的 函数 〔 , 后来
, 〔, , 和

, 『 , 都应

用 。二 卫 方法 〔 分别求得带有两条和三条等长共线裂纹无限大板受均匀拉 伸问

题的应力强度因子 对于不等长两条或三条对称的共线裂纹问题
,

给出数值解 本文

讨论任意多条共线裂纹问题
,

求得应力函数和 因子的统一表达式 对于外载
,

讨论了受

均匀拉伸和各裂纹上作用有一对集中力
,

而不同裂纹上的集中力又是不等值的情况 有

了这些结果
,

通过积分并应用叠加法当然就可求得受各种不同载荷时的情况

本文仅讨论 型裂纹问题
,

但其结果完全可以直接应用于 型和 型问题 因此

对 型和 型问题这里就不再赘述

带有任意多条共线裂纹的无限大板受均匀拉伸如图 所示
,

这些裂纹可以是既不等

长也不等间距的 取该问题
。 之 一 ‘ ,

“ 一 万 , ‘
卜

,
一

, 一
〔 一 , ,

一 。罗会
三

式中连乘号 遍及每一条裂纹
, ‘ , 为第 , 条裂纹上张开位移 。 的极值点

,

故粤
丫

’

一 一 一
’ 一 ’

一 , 二勺

以下称 为驻点 式是多值函数
,

规定初值取某一单值分支 本文中规定在
, 。。 ‘ 一 。 ,

这段实轴上取正的实数值
,

即

劣

。 二 一 ,

‘

一
一

一
叫 ,, ‘

二 一 右
,

一 。 去

产

显然 式所示的 的 满足远处应力边条件 在裂纹面上
, 幻

,

为纯虚数
,

故亦满足

本文于 年 月 日收到
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裂纹面自由的边条件 剩下的是位移单值条件 若找到满足边条件的解析函数 幻

即可求得应力场和位移场
,

并且有 平面应力情况

口
二 。 , 、

‘

— — 。 乙 又
,

根据位移单值条件有

手
‘, · “

一
”

其中 为任一裂纹表面的封闭迥路 如果有 条裂纹
,

则 式中有 ”个驻点
,

而

斗 式中有 ”个迥路
,

从而在满足位移单值条件的同时可以确定
,

至此就表明了

式是问题的解

利用 式可求得 因子 令 “ 落人第 。一 条和第 。条裂纹之间
,

注意到这时共

有 。 一 个端点引起了幅角变化
,

幻 的分子上 跨过 。一 个 ‘ , 经简化运算

即可求得第 。条裂纹的左端点 汉 和右端点 。 处的应力强度因子分别为

。

—、 份 丫 笼 用

, 一 。一
,

。 。一 二 一 , ,一 蚤

尹。 一 。斌藏
队

。

一

。 。 , 一 , , 一 去

从以上可知
,

问题的求解关键在于确定 式中的驻点 ‘ , 在一些裂纹分布有规律

时
, ‘ ,可直接确定 在一般情况下

,

则可用数值方法定出
,

而没有原则上的困难 以下举

几个例子说明

有无穷多条中心间距皆为 的共线裂纹
,

裂纹长 和 交替变化的情况 由

于对称性
,

可知驻点在各裂纹中点 则 乞一 一 , 叼 。 、 一 , 一 。 由 式简化

可得田

叮么 几君

“
菇
“ 斗右

飞‘、、飞,了了

些
斗

, 。二 、
而八

,

竺 一占

厂了、、

君

在长为 的裂纹尖端和长为 君 的裂纹尖端的应力强度因子分别为

「占
。

黑 ‘
乙夕

「 , 。 ,

对俘
菇 一

‘ ,‘

再」

。 。箕 ‘
乙乡工

下兀蕊一二万蕊万
菇 一

“‘

而

卯

一一一一
困的

当 , 时就可得熟知的结果
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『 口

个心 片一一 一一一一一土坦

厂
一

卜
、

一
一
日 尸十习 咨

侧 止二全厂土 二 俘产讯一 ‘ 背‘ 一‘“ ‘ “口 ‘ 场‘ “ ‘ 、

图

当裂纹尺寸或间距有规律可循
,

则驻点 ‘ ,也有一定规律 如图 所示
,

裂纹长皆

为 。 ,

中心距以 和 交替变化 这一问题曾被
,

用积分变换方法求解
,

其结果相当复杂 〔 由裂纹的双双对称性可知
,

若第 。条裂纹的驻点是 ‘
,

则第一条裂纹

的驻点便是 一
,

在如 图坐 标 下 , , 一 从
, 一 十 从

。 ,

, , 一 ‘ 十 ‘ 畏 , 一 ‘ 占十 从 从 式经简化运算可得 ,

幻

式 一 ‘

千

, 一

冷
, , 一

—
十 肖万

去「
, 二二

—
一 叙

取第 。条裂纹作积分
。
‘, · ,‘一

。

即可以定出驻点值

以上是两条裂纹的尺寸呈周期性变化的情况
,

一般地
,

若每一周期中心距长为

期内共有 ”条裂纹
,

第 反条裂纹驻点为 ‘ ,

则可得

。
二 一 , 一 ‘

君 一
二 兰二互
了

,

竺旦止‘

,

周

,山曰

。

兮
一一介

对同一周期内的 ”条裂纹作积分就可求出 , 个驻点 , ‘ , 交一
, ,

⋯
, , ,

从而求

得问题的解

对有限多条裂纹 设为 。 条
, , ,

只有通过数值方法来求驻点值 为计算上

方便
,

把 幻 写成如下形式

, 二 一

·

蕙一
“ ·”

一 , 一 泛去

这里 , 、 。 仍为裂纹中点坐标和裂纹半长
,

但 以 不是驻点
,

而是多项式系数 裂纹两端

点的位移
,

相等
,

故 ,
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馆
‘胡 、“‘ 一

见 。
户 口户

一口

户

一 咬 , 一 〕去

矛 ‘矛
’

,。 一一一一一二兰竺生一一一一一一一
, ,

⋯
, , , ‘

一 口声
一 , , 一 是食

广、飞“自、龟卜︸

完成积分后
,

得到 。 个关于 ‘ 、的线性代数方程组
,

求出 ‘ 、
,

从而得到 工 的 函数 这在

数学处理上没有什么困难

带有有限多条共线裂纹的无限大板
,

裂纹面上集中力作用的情况如图 所示 板内

共有长度为
。 , ,

中心位置为 的 刀 条裂纹 在离裂纹中心为 处受 一对集中

力 尸, 作用
,

则 , 的 应选为

工 二

一
右、 ’ 一 片

。

一‘ , , , , 一 、 ,

一 泛去

烈 汀 。 一
,

一 ‘
,

,

由于其中根式函数的多值性
,

本文规定其在 。 占,

一 。 , , 夕

, · ‘

一 。 这段实轴 仁取

甘 七

正实数的那一分支 式中 沙
。一

,

幻

为次数不高于 的实系数多项式

了君 一
。十 伪 ⋯

。

扩 夕

容易证明 式满足在远处和 在 裂纹

上 。 铸 编
‘阴 时的边界条件 当

二

”

练 十 ‘二 时
,

把 幻 的奇异项分离出

来

一沪。

一
,

一 、

令 乙 一 。 一 ‘二 , 日“
,

然后算出在此局部坐标上的 吼 将
,

沿以
,。 、

为圆心的足够小的半圆上积分
,

即可证明也满足集中力作用点处的边界条件 关 于位移

单值条件
,

将 式代人 式并令 一
, ,

⋯
, 。 即可确定 的 中的 刀 个常

数 故在确定 。 个常数的同时
,

位移单值条件也得到了满足 从而证实了 式所

示的 , 幻 就是问题的解 式代人 斗 式时为奇异积分
,

本文都是在 山 主值

意义下讨论奇异积分
,

从而积分是收敛的

这里还有一个重要的特性
,

即 式中的 。次项沟系数
。

二 关于这点
,

只要取
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一个封闭迥路
二

为 引一 劝 的半圆
,

为包括所有裂纹的充

分大值
,

为 轴
,

但在 刃 的支点和极点处沿一个半径充分小的半圆绕 过 去 将

编 幻 沿 积分即可证明 。
。

二 由此可知对于 , 条裂纹
,

了的 只是 ” 一 次多

项式
,

任取 条裂纹迥路来积分可决定 ”个常数 这一性质对于数值计算是重要的

当 二 落人第 一 和第 。条裂纹之间时
,

共有 一 个支点的幅角值增加了 〔一动

据此由 式可得第 条裂纹左端点 刁 和右端点 , 处的 尺 因子为

尹。
,。

一 。 一 、 ,

一 二】去

一 ‘ 尹· 尸、 石, , 一 、 ,

一 足去

。 。 ,

气乞
。 活 一 阴

,

习间

一 ”’‘

仁六

尹,

伍
。 , 。 一 、 一 以 告

一‘ , , , , 一 弋 , 一 足去

二 。

去 右
,。 。 , 一 乡 一 ,

一‘ 炯

轰
‘ , 乡二 一 ,

〔

一
,

力‘

一

,

艺﹃

通过上面分析可知
,

唯一需要确定的是多项式 了幻 这里以一些例子加以说明
。

设有三条共线裂纹
,

仅在第 条裂纹上有一集中力 作用 则取

, 二 一
尸 “ , 一

,

一 , , 一 〔叮一
,

一 孟〕受
二 二 , 一 ‘ 。 一 乡 , 一 。圣 二 一 乡

, 一 “孟 合

万

—
十 刁 乙 十 刀 。

君 一

式中
,

和
。

可取两条裂纹作迥路积分来决定

裂纹 代入 劝 式并完成积分后
,

即可解方程组

求得 和
。 ,

于是 幻 就确定了

设
一

民为 召 、 。 的共线裂纹交替分 布
,

中

心距分另为 和
,

受力分别为 和
,

力作用点

离裂纹中心为
、 ‘ 图

,

则在如图坐标 系下
右 一 左 , 刁 天 一 ,

夕 友一 及 凡走 已女 一

由于这个问题的周期性并注意到 。
。

就可

为避免奇异积分
,

可取第一条和第二条

口口口口口

知只有一个常数 对 , 幻 表达式作奇偶分解并进行简化运算阁即可得
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幻
十 「‘ 叮忿

, , 、厂 二

一 下不百八

二 一

基

‘一

徉、
‘

·

‘

了九
叫

一
,。

箭污
‘一

, , 、
一 “

‘

落
一

不而
一

夕又
,

, ‘ , 一

二 一 ‘ 。 厂
, 二 ‘ , ‘

城 一 牙 、 ——
一 ——十

汀

、 , 妻

一 落不万 」
‘

二 。 一 一

十

十 、、

任取一条裂纹积分即可确定常数

若 句 。 ‘ 一
,

则
,

故

。 汀亡

— 万
“ ,

二 一 右

业二兰 一
。
二、告不
」

特别是当 一
,

若 一
, 口

·‘

器
。。

嚣
一

嚣一 。
·‘

占 ‘一器一
‘一嚣

‘一

“ 时则可得熟知的结果

一 亡
, ,

一 一
‘ 则 可化为

,

卜下牛下
”‘了 一

‘’‘

了

显然

盯一
一
湘一

二 一
羊
口

竺 一
’‘ ’

管
,

由位移单值条件决定

万

, , 一

丝

王
、护二 , , 、了

戈
,

了 一 了 戈
,
汀召 些

‘

一

上式中
、
。 一 今为第一种和第三种全椭圆积分

,

其模为

左 竺

兀

了
兀‘

—

一般来说 , 是非零的 文献 〔 给出的 幻 函数及 因子没有写上
,

这一项
,

是错误的

假如裂纹是以 条一周期重复排列
,

则同样可以写出类似于 式的 的 表达式

半长分别为 “ 和
‘
的两条共线裂纹

,

相距为
,

在两裂纹中点分别受一对集中力
厂的作用 图 这种情况下的 函数应为

尸 占 一 ‘ , 去 一 。 食
, 、

“以少 丁不 , 下二一一 , 二二二了 、

—
一

一
矛 艺

川
‘

一
‘

儿戈 一 一
‘ 下 二 君 一

一
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。 可取左裂纹计算
乡, 一 , 去 占, 一 。 , 去

气二 , 二 一二二二 , 二一 ,, 、

一
一 一

一
悦〔

‘

一
‘

一
‘

一
‘ 一

全玄 一

令
, ,

一
,

则上式化为

劝归
号 一 , ,

一 , 去

”’

就”
‘ 刀 一

一 ,
一 。

第一项为奇异积分
,

取其 主值
,

不难推得

刀 , 一 , 去 浮

登 〔 一 ‘ , 一 , 去滋 ‘ 一

号

,一一
尸性︸

其中

’
一 ’ 去

】〔 一
“

一 , ‘

八 、
,

公

一
刁 宜

一 一 以 娜 夕

完成 式的积分后便可得
。 ,

于是可求出 个裂纹端点的应力强度因子

, 去 刀 十
,

一 ‘
, 去

二 。 去 刀 一 , 一 ’ 去

二 告〔刀 一 ‘ , 一 去

一 ‘一 晋升
‘ 。。

一 。份 十 。招
一
‘一

漪
省注告

‘一 , 一 ‘ ‘一咐
「 一 、亏

, 。 , 、 二 〕

一 气一一丁 二二 ,一一一—, 丁一一一一不 、一

—
十 气石 一 十 口

。卜
“ 亏以

‘

一 玄 五

劝刀习幻

日
﹃气

吞 ‘

图 ,

‘
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之之

‘二从

告二 。

丫 卜 二二之 、 ,

一 一 一 一

图 ‘

上式中
,

毛 若令

一 些岁三玉竺竺
尸

一 丛兰恤少
尸

一 些丝些竺 一翌鱼少
’ 尸

则
、 , , ,

的四组曲线如图
、

图 所示

四

以下来讨论裂纹面上作用有分布力的情况 根据叠加原理可知在远处作用的任意载

荷
,

可以化成在裂纹面上作用有分布力来处理

首先看裂纹面上受多个集中力作用的情况 由 式可知
,

幻 函数对载荷 尸
,

是

可以叠加的 如果在第 。条裂纹上除了在 一 十 ‘ 。 上作用有 尸, 力外
,

还在 一编十

瑞 处作用有
, ,

则只需把

乃

一‘ , 口, , 几一 去, , 一 叹 云

〔 一
,

一 乏合
二 之 一 二 一 ‘众

加进 式即可 这样就立即可得各裂纹面上为分布力作用的表达式
,

即把 式的

已换为 全 夸并积分

二

仲

一 ,‘ ,
一 。灵香
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、了了,白、

‘、,卫

之
七﹄

‘了

袱约 仔 一 , ,
’

一 砍 去

一 式 一 夸
一
了气

任夕、
、

万间

由前面分析可知
, ,

其余的 。 个常数由位移单值条件确定

前面所举的有关例子也可直接推广为分布力的情况

实行位移单值条件时
,

可以用 饰 主值方法处理奇异积分
,

也可以用叠加法避开

奇异积分 当 ” 十 条裂纹都有作用力时
,

可以把 幻 分解为 ” 个
,

幻 一 ,
,

⋯
, 。 之和

,

每个 只在第 条裂纹上受力
,

其余裂纹上不受力 于是
厂一 、 了

‘ 又若 —

—
。 一 , , 一 。类受

、

、
产

之﹄艺﹃七﹄

, 杏 奎一 , 一 灵

, 一 奎
一

,

、︸一左

这时
,

利用不受力的 , 条裂纹作积分来决定 个常数 价 , ,

这样就不需要处理奇异积分了

例如图 所示的带有两条等长裂纹的板
,

在第一条裂纹上作用有分布力 风 第二

条裂纹上作用有分布力
,

则选

, 二
户 ,

一
“ , 一 。 去

么 —

、 一 、生 ‘‘
,

夕一一
‘廿胜‘‘,吸,︸、

用第二条裂纹决定

一 一

刀 ,

一 互 “

少

一‘ 户 ,

一 ,“ , 一 。
’ 告己工

乡 一 “ “

一 “ 了告 一 —

同理可得
, 二 一

, 〔
,

一 召 扩 一
“

拌

一

尸哗褚兴上业止一
禹卜 ,

一 己
一

一
,

一 。
, 去

叮 ,

一 , , 一 ,

‘ 斗

在 名 一 。 点的应力强度因子为

, ,

一 ‘ 去

一‘

抓斑 护 一 尹 尸一
召 ’

护
一

—

︸

‘
、

一 。 占’一 一 、 告 , 一 、 一 、

力 匕召一瑙口一
阅
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若 城 抓 时
,

则有
,

这时退化为

, , 一 “ 名 去

【「
, 、 ,

一 、去

飞
口 “戈‘ ‘戈矛二下 “ 一 搜

‘

了

据上所述
,

关于无限大板带任意多条共线裂纹间题已全部可以求得解决
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