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带曲线裂纹圆柱体的
一

扭转

茹 重 庆
北 京 大 学 力 学 系

义 用 “ 变换求解了带径向裂纹系圆柱体的扭转问题 本文改用 型

积分的方法简洁地将其推广至带任意内曲线裂纹系园柱体的扭转问题

设挠曲函数 一 甲
,

刃
,

为扭转率 若选取圆心为坐标原点
,

则 甲 的定解问题

为
‘

甲 一
、

引
,

鱼。。 , 左 。。 一

杆
,

而 普一 细
,

二
一 丁一 气 个

一

夕
艺

其中 引
,

为圆半径
,

十 ⋯ 乙。 为裂纹曲线
, 乙 、 的始

、

末

端点分别为
, ,

且 ‘ 不与 相交
、

也不形成闭路
、

分别为 左 十 右

的法
、

切向
, , 、 动 构成右手螺旋

以 牲
、 甲右 分别表 甲 在裂纹左

、

右岸的极限值
,

记 甲左 一 甲右
。 ,

设任一条裂

、产、少,几勺‘‘
、了、

纹的端点都不在其它裂纹线上
,

则应有
、 、 一 犬 一

,

注意曲线的交点 ‘ 处 发生间断
,

但可证

艺 士凡 一

其中 护表示对所有进
、

出于 ‘ 点的裂纹线段求和
,

进者取
“ ” ,

出者取
“ 一刀

,

而 凡 。 表示

该线段上 于 ‘ 点的极限值

现定义 外的调和函数 甲
,

甲 , 夸 巾 夸 二
。 一上

’

州 公 一 杏
杏〔

注意 甲在 两岸的法向导数等值反号
,

则可证 甲 的共扼调和函数 价在 两岸的值相等 再

根据 型积分在端点
,

角点和交点邻域的简单性质【
,

利用解析函数的熟知结论可

以证明 〔甲 汕 一 。 〕必为圆内解析函数 于是其实部 甲 一 叭 必为圆内调和函数
,

记为 甲
,

即 甲 甲 , 甲

先让 甲满足 上的边界条件
,

即

巫 一 母
处

口刀

解此 。 问题‘ , ,

最后解可写成

本文于 】 年 月 日收到
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, , 一 。

弄
。 , 一

, 。一‘·‘· ,沙

艺咐名

这里 幻 表 上 念 点正切向与 轴夹角
, ,

为 的弧长
,

故 一 决 , “
。

其实
, 甲 显然是调和函数 再利用 与 式可以证明

口印二 口
中 夸 了

, , , 、。 , 、 。 , ”

一
门

一
一 爪亡

—
、

—
, 一二 , 一一一二育二二 ‘ 一 芯 , 七

刃 , 一 考 夸一 人
‘ 劣

注意 沿 的积分在交点处应分成两段

继而因

二 一 夸

、

⋯
。 君 、、

月

—
悦一 十 乙找

—奋一 丫三 、 二 一 歹

了、、
、

七﹄

由上述立即得到

鲍 勿
七

、 一 。
口刀 刀

于是 甲 确实为所求解

注意 是实函数
,

则据 助 朋
一

公式
,

裂纹两岸的边界条件化为同一式子

〔 「
、。‘ , 、 内 、‘ 、

,

— 飞 从 心一 ”
‘

桩

—
, 一 一 — —

乙了亡
’ 一 、 月 ,

一, ‘ 。 一 夸 夸一
‘

三
’ 典 杏舀 一 。

, 。。艺

注意
,

我们用 艺表示除去端点
,

角点和交点的 乙 此方程可写成通常形式
亡‘。 ‘ , , 、 ‘一、 ,

一 龟 ——
‘

’一 、 侧 肉

— 龟 长, 二 一 互
’

,

口口 考

夸一 牙

一 ’ 一己竺
一 夸

生
一

兰 菇 杏‘ 乙

求解时须把 与 换成 的形式作为补充条件 例如 无交点时它们就是下列 个条

件
二 , “ ,‘“ 一 一 ‘

, ’,

⋯

有交点存在时条件的个数将小于 可以看出这个问题与 甲

一性成立 其中唯一性即使在复值函数类中也是成立的

的原问题等价
,

所以存在唯

根据奇异积分理论 可知 在端点具 阶奇性 一般情形下可根据反演公式 “正

则化 ”
,

变成 第二类积分方程 这个方程中将包含一个 二 一 次未知多项式
,

它的 个未知系数应由条件
、

以及所得 方程的可解性条件补充确定 另

外也可根据奇异积分方程的数值理论直接处理方程 文汇 中的数值例说明这常常也

较方便

根据 型积分在曲线端点邻域的性态‘ 可得应力强度因子的简单表达式

、 , 一 、 丫百不百二 石
二

二言艺
这里 ‘ 为任一端点

, 科 为剪切模量

而扭转刚度 的表达式为
邵犷 ‘

丹
。 ” · ,
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又 〔 的基本结果不难由上述考虑径向裂纹的特例而得到 为此只需考查单裂缝基

本解的情况
,

又因记号一致
,

我们只考查 甲
、 甲 用 来表达的式子就可以了

对于沿负实轴的单裂缝
,

本文结果是

一 二 」
才

一 一 杏

外 卫
一

泊
杏 ’ ,

尸吸吸,护口,,吸,

其中
, 为矢径 文〔 的结果按其符号表为

「 ” ,。
·、。 飞

甲 一‘

竺一
一

一 口 ,

占兀

, 一 工 ”一‘
汀 ‘

日

了石玉尾 。“ 。 。。 。 。乳
“

其巾 一‘ 为 变换的逆变换
, ,

为极坐标
, “ 容易看出两个

甲 完全相同 另外
,

对 的 甲 利用卷积公式及残数理论可算得

晋
一

式
‘

器
一

刹

一 口
, 口

一 口“

日

。

其实这从文 的结果中也可反推出 再求出本文所得 甲
、

的两个相应表达式易知其确实

相等
,

于是两者结果一致

下面我们讨论两个简单例子 若 为共线直线段 可大于
,

则因
。 ‘ ‘ 专

爪 一
‘

一一一万 丫一一百
—

口 ‘ 己 口 盆

方程 此时简化为

刽子黑
,

刽 厂冻
·

合丢卿
一 ”

,

‘“ 艺

当 为同心圆弧段 二 可大于 时则因
。 ‘坚竺
万 一 夸

区互二鱼
一 萝

方程 可变成

气叫 穿子普
‘·

刹
。

笋斋
,‘一‘ ”‘·

一

工兰 转 一 。 夸〔

这 甲 。
。

为圆心
,

为圆弧半径

为了说明上述简化的好处
,

我们注意对于圆心附近的微小裂纹
,

记 “ 一盟 卜
,

则

常有 招 》 扩
,

于是 式中便有

夸一
, 牙﹄

一名
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于是此时近似地 式变成

勃豹二‘、了
、、

,︸工
口‘

这样 式近似地为

亡 考

叮

。一‘ ,

二 一 夸
生兰

生 互幽生
二 江 一 夸

生兰

杏〔乙

式近似地为

兰鱼二
一

业 丈二士竺
二 乙 宕 一 舀

生 卫一 结 一

这样便可利用条件 反演获得 的解析表达式 为简单计考虑单裂缝
,

此时反演式中的

未定常数按 式确定为
,

因此时可以证明
, , 。 , ,

一下 二 千千 牛 七 ‘
“ ,

了任 一 月
,

参一 杏一

于是单直线裂缝 非径向 时有

夸
二
斌 夸一 刁 夸一

,

单圆弧形裂缝有

梦 普一 勒

,

—
。 一 、

一 万 万万 牙

——
一

一一 二乞一竺生一一一一少乙 , 万 一 夸

杏〔乙

。

斌之二而万不二落万喜共伽

“
仔

, 了 夸一 才 杏一 刀
,

一 杏 一 。

杏〔

将其代之
、

式便可获得 和 的近似表达式

应当指出
,

上述内容可推广至弯曲 ’, ,及圆筒 例如对圆筒 引
、

沿用本

文符号此时主要结论有
。

甲‘ 一 入 蕊 丁二了己 “七乙

甲 霉丫
,

歹 尺

其中

一

、 , ’

孚

, ’

一

最
‘ 一

鑫
‘ ,

一
、·

髻
‘

登
‘

」
,

一
、·

, 二

了的奇异积分方程为
。

些 业竺丝
二 。 、。‘· 。

爹
。 、 , 一 工兰 一 。 , 。乙

二 乙 一 互 七富
一

」
今
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注意 充分大时
,

凡
’尺 迅速趋于零

,

上述方程中的无穷级数恰好趋于等比级数
,

所以

求和较方便

最后指出
,

本文所作关于 不形成闭路和任意 、 之端点不在其它裂纹线上的假定

只是为了讨论时简明
,

去掉它本文结论稍作修改后全部成立 特别
,

所用方法结合保形映

照似乎为处理一般截面柱体扭转提供了一种可能途径

本文曾作为作者在兰州大学时本科毕业论文的内容之一 在提出并完成此项工作过
程中承蒙汤任基老师热情鼓励和指导

,

在此谨表示衷心感谢
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