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提要 本义建立了一 种条件
,

在这种条件下
,

隐式的
。
州 本构方程是等价于微分型本

构方程 炸 几解释了这些条件的物理意义 最后给出了 型及 型本构方程

显式化的微分算符形式

一
、

引 言

我们知道
,

各向同性不可压缩粘弹性流体本构方程按方程的性质可以分为积分型
,

速

率型和微分型 在速率型本构方程中
,

偏应力张量隐含于各运动学变量之中
,

而在积分型

和微分型中
,

偏应力张量则是显含的 速率型和积分型能表示物料的应力松弛现象
,

而微

分型则不能 这样
,

速率型和积分型描述粘弹性流体要优于微分型
,

但是
,

某些微分型
一

也

能表示物料的法向应力差效应和拈度对剪切速率的依赖性等现象 在解决粘弹性流动间

题时
,

微分型在计算上是比较简便的
,

因此
,

在解决实际问题时有其重要性 在很多情形

中
,

虽然初始地利用速率型 或积分型 本构方程
,

当以摄动法解出流动间题时
,

其结果与

利用微分型往往是相同的〔, 一 , 因此
,

研究这三种类型本构方程之间的关 系 是 重要的

其中某些关系已 由 。 “ , , 〔 , 和 〔 等 〕讨论了

本文主要 刊用二种不同的方法
,

即 级数展开法和小参数摄动法
,

建立速率

型和微分型木构方程之间的关系
,

推导出 ‘ 州 型本构方程显式化的微分算符形式
,

并

给出这种微分算符形式在摄动意义下是收敛的条件

我们考虑一不可压缩的广义 流体
,

其本构方程 可写为

一 一

十 、二 “ 补 盆 「 沁
。

筑 一

占

其中 孟,

雪
, 那 和 , 是具有时间因次的常数 夕是压力

,

是单位张量
,

是应力张量
,

是

偏应力张虽一二 是 的广义 导数
,

给出为 ”

汀沪

本文于 工, 乙牛年 月 日收到 , 曾在 年第二届业洲流体力学会议上宣读

占一价
一一对于真实的体系

, 。
八 、 , 。

占甲 丫二 、

, 二、一
, 、 ,

、 , 、二 备
‘ 、 ,

一 ,
。

曰 ‘ 一 二 阿 , , 尸 朴】、 廿 气 勺绍 支义 , 已月 互二 口

艺

称 为 川 川 、 导数 , 记为 当 一专时 ,

磊 称为上 , “ 导数 , 记为 徽
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立 一 全一 李 一 十 。

补 一 一 十 。

补 卿
汀 口了

这里孚
·

是物质导数算符
,

它可表示为
刀才

旦
一

才

口
二 一 戈

才

· ·

其中 是速度
,

是梯度算符 是转动率张量

子滑移假定
,

或由微观结构的非仿射形变得到 〔,
,

常量 可以由微观流变学 模 型的分

, ,

⋯ 是 阶广义‘
、了划口目

‘人

,连了
、

、

张量
,

一

它们表示形变率及其高阶的变化率

一 一生
一 ,

。 铸 。 , ,

有如下递推公式幻

,

一
二

。

义 义
, 一 又

, 一 十 。

义
,

, ,

⋯

其中
,

是单位张量 义 一 义
,

而义
,

⋯的各向同性张量值函数

是一阶
一

张量〔川 是运动学变量

二
、

显式化的微分算符形式

为了建立速率型和微分型本构方程之间的关系
,

导出方程 的显式化的微分算符形

式
,

我们采用如下两种方法

级数展开法

我们引人一微分算符
· ,

其定义为
·

卜
·

卜
‘ 一

坑
·

, 一 ,
·

,
·

补 十 补
· ·

气〔
·

, ,义一
· · ·

大
· ·

这里已假定 又, , 拼 和 , 是同阶数量级的小参量
,

并写出

而且
。 , 产。

和 , ‘

的数量级为 现在写出 式为

一 一 免 。 · 一‘

现在定义微分算符 式
· 了

认
·

几
·

⋯
·

互一 乳又

的范数

产 气又,

和 刀 一 ,认

低
· ‘

为

工 如果 。

一冬
,

‘
。 张量

。 式成为
一 。。 张量 笼

, 的叠代公式‘ 如果

的叠代公式〔, 〕

一合
,

则 勺 式成为 褪

递推公式的另一形式

六
’ 一 。

万
’‘ 一 ’ 川 , ,

’ 一 “ , “今 。,
, ’ 一 ,

方址 ‘久,‘ , ,, ‘盔
、 矛、一 二二二 一二二 一 才、 , 一 曳 , , , 口 矛、

刀

,

‘ 亩

一 二 一 ‘ , 矛二 , , · ·

⋯心
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· ‘ 一 几
· ‘ ·

众
·

‘ ‘门

·
‘门

‘
, , ,

⋯
其中

·

是张量的迹算符
,

在
·

开的方式 〔 ,

式可以展开为

一 艺 、
·

’ 一

中
,

上标 表示张量的转置 按照 。 级数展

郭
。

占

一 几一 气
占

一 那

义 岌 一 ,

·

· ·

此式就是 击 速率型本构方程显式化的微分算符形式 为了使 式是绝对收敛的
,

要求有
几仪

·

‘ 一 ‘ , ,

⋯
这里 ‘ 是小于 的常数 在 式成立的前提下

,

式在下列几种情况下将是绝对收敛

的

流体是弱弹性的 即 又是小的 和流动是慢的 即 仪
·

‘
到是小的

流体是弱弹性的
,

但是流动未必是慢的

流体未必是弱弹性的
,

但是流动是慢的

式的特例主要有如下几种情形

一

粼
一

郭

占

一 元 一 气 “一 一 ,’

瑟

一 。 ·
·

义
·

“了‘、方一灸,几

一

、、夕、、产、户,山,月,工
︸二,了、行、了吸、吸、一

郭
一 ‘ , 一 铆 ,

·

补 十 义
‘ · ·

小
一

郭
占

一 儿 一 又
口

一 冲 沁
一

卜
· ·

义
· 十

知
·

叮
,

摄动法

现在取 又为摄动小参量
,

将
,

,

义
,

和 展开为 的幂级数
,

我们有

刃 , 艺
, ,

一 艺 ‘ ‘,

二 云二
艺﹃一一

盆一 全刀义。
,

艺 “ “ ,

将 斗夕礼 式代人到 式中
,

并使等式两端 几

、
。 一 。

的同次幂的系数相等
,

我们有

几 十

会几一 十

黔 ,
走

一称 十 义
刀

一 一

、了

口卜

气 、 卜 ,

义吉。 , 卜‘

吝》 花》
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利用 和 式
,

经过适 当的整理和合并
,

则有
。 一 。

〔 , 一 艺 认
·

。‘ 一卜‘ 〔

这里 仪
·

友一
, , ,

⋯ 是微分算符
·

的 几幂级数展开式
,

即

关
·

·

、 、 的具体形式可以表示如下

一 艺 ‘灸
·

。,

、奄‘

、了
、、几

·

,, , 一 一 最
·

, 〔, 一
·

·

轰 报
· ·

一 产。 ·

轰》一 , 。 · ·

轰
、友

这里

、,月,卫飞少、阵‘ 、 一 立‘
占

’ 一

·

叭
。 ·

, ,

·

一
。 。

态
· ·

一
· 。

志

牛
· 》 一 认 、

·

一 、。

·

一 , 豁
· ·

一
· ·

一 、。 十 。

从
友一

, ,

⋯
现在

,

从 式中逐次消去
一卜‘ , ,

⋯
,

得到 , 的显式化的算符形式

、 , 一 艺
·

、 仪
·

, ,

⋯
·

。、。 ,

, 十 十 二 十 编 护 左一 。

毛
, ,

⋯
, 。 , ,

毛 左

应注意
,

式是满足

和 是决定每项 中
。 一 。 ,

⋯十 。

几
·

俪 、 的个数

萝 天一 。 条件的各种可能出 现 的项数之

式的最初几级近似可表示如下

一 二
·

。 。 十 ,

〔 , 一 认
· 。 · 。 〔。,

仪
· , 。。

氏
·

。。 , , ,

一
· 。

仪
· 。

几
·

〔。 坑
。 ·

仪
· 〔。 。。

,

钱
· 。,

· 。

几
· 。 · 。

·

〕 。、
·

、 〔。 几
· 。

式可以称为 本构方程显式化的摄动微分算符形式 如果将 式按 几小参

数展开为幂级数
,

经过适当的运算
,

也可以得到 式 这说明以上两种方法是完全一致

的

由 式和 式可知
,

在弱弹性流体和慢的流动的意义下
,

隐式的速率型本构方程
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转化为显式的微分型木构方程 它说明在研究非牛顿流体时 以速率型本构方程 式

中的 导数项的参数 又 作为摄动参数
,

其结果等价于应用相应阶数的微分型本构

方程 这样
,

在研究这类问题时不必利用复杂的隐式的速率型本构方程
,

仅仅利用相应阶
,

数的微分型木构方程即可 我们还需注意
,

在测粘流动中
, 二

,

因 此
,

在

研究弱弹性流体的测枯流动时
,

不必引用复杂的本构方程
,

仅仅应用广义二阶流体本构方

程即可

三
、

特 殊 情 形

型本构方程显式化算符形式的特殊情形

对于 型本构方程显式化的算符形式 式
,

考虑如下几种特殊情形

枷一

这里 刀。

是粘度
,

则有

一 。

乞 一 、 、 “

这就是广义的 本构方程的微分形式
、

一 刀 川 十 戏

这里 不和 双是常数
,

则有

一 , 。

艺 一 ‘
天

十
、‘

举

这是广义 本构方程的微分形式

枷
’

十 彭
·

这里 口和 又
’

是常数
,

则有

一 ,

全 一 可岁
, ‘

岁 十 彭

运算

母 女

占 走

其中
占 友 》

表示对 义
, 进行 互次 立

百

而 二 义

如
·

斗

的表达式请

参看 式

型本构方程显式化算符形式的特殊情形

对于 型本构方程显式化的算符形式 式
,

考虑如下特殊情形
许

一 小 刃 岁
·

十 ’
·

这里 万 ,

和 厂 是常数
,

而且与 又 有同数 量级
,

则 式成为 参数

用上述方法
,

可以得到如下近似公式

零级近似

本构方程 利

一 刀。 一 枷

这是牛顿流体本构方程

一级近似
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一 , 。

义
‘ 十 。。

大 岌
。

又
这里 咖 一 互

, ,

一 刀 厂 一 功

方程 式是二阶流体本构方程

二级近似
一 , 。

欠
, 。。

尤 笠
, 十 。

戈 局 又 义
,

八 义
,

又
,

汉二 义
‘ 十 口又

‘ 声 义 义 〕义
这里 月。 刀产 又一 又, ,

口 刀。 几 一 砖
‘

一 又
, ,

月 刀。又 又 一 又
’ ,

, , 、

厂
, 「 , , ,

乙
, ,

、
。 , 卜 护 , 、

户, 一 ”。

飞、, 一 ” 夕气尸
〔 二 」 一 丁 丫 几 了 ‘ ‘ 、“ 一 少

一
,

式是三阶流体本构方程 推导
,

和 式时
,

利用了如下关系式

占 , ,

华
二 ,

望
二

一
,

—
一

矛、
’

, 才飞
’

一 矛 、 一 一 二一
占

兰 义
,

义 一 义二 又
, 十 义

,

义
, 。

岌
,

·

义

义
,

一
。

。戈
,

铆
、

宝
, , 、

李
,, , ,

妙
、

矛、一 矛、 、 一 一 又矛、
’

才飞
’

州飞 一 ‘ 气 气 夕
一

,

占 , 「 ,

华 父
, 、 , 、

厂
。 , ,

望
‘ 、 ,

、,
「 ,

货
二 , 、

甲
不 以 八

’ ‘

八 夕」且 夕一 气瓦
戈八 ” 凡 夕」夕

且 宁 ‘ 、汽
’

八 少」八
,

补 补 补 一
。

分
由于这里我们仅仅考虑不可压缩流体

,

这样
,

在 和 式 中没有给出 的各向

同性部份
,

而将它们吸收在一 项之中

虽然 由 式导出
,

和 式应用了特定的 如 式所示
,

但是 式 可

应用于任意给定的 因此
,

式比 参数 流体具有更广泛性和实用性

四
、

结 论

我们以显式化的微分算符形式建立了速率型与微分型本构方程之间的关系 给 出了

这种关系对于摄动法是有意义的条件 也给出了 型本构方程显式化的摄动微分

算符形式 最后给出 型本构方程显式化算符形式及 型本 构 方程显式

化算符形式作为特例 这些关系对于将摄动法用于非牛顿流体的流动问题的讨论将是 言

意 义的

感附钱人元教授对本工作的指导和支持
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