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提要 本文对刚塑性交界面的不同运动状态使用不同的间断条件 , 给出了受均布动载
、

两

端固支的 梁的分析解 该解适用于随 寸间任意变化 的非负载荷 文末讨论了梁

的转动惯 量对其动力响应的影响

一
、

引 言

近年来已有不少人研究了剪切效应和转动惯量对梁的塑性动力响应 的 影 响「卜旧 ,

, 一 〕对此做了总结 但他们的研究仅限于初速问题
,

这相 当于瞬时加载后就立即卸载
,

因此不适用于载荷随时间增长的情况
。

由于考虑了剪力和转动惯量的影响
,

正确使用间

断条件是十分重要的 对此
,

文献 〔 首先从理论上进行了讨论
,

指出当间断面的运动方

向不同时应使用不同的间断条件 本文以均布载荷下固支的 。 梁 为例
,

对刚塑

性交界而各种不同的运动状态
,

使用文献 中不同的间断条件分别求解
,

并给 出了这些

状态之间相互转化的条件 因此本文给 出的解适用于随时间任意变化的非负载荷

二
、

基 本 方 程

考虑一长 两端固支 忽略轴向力 等截面的理想刚塑性梁承受均 布 动 载 图
,

其单位长度质量为 。 ,

转动惯量半径为 作用在梁截面 上的弯矩和剪力分别为

穿

吓吓厂 工 工汀下下

和 口 其正方向如图 所示 梁的挠度为 妈 由弯曲变形使梁产生的倾角为 必 用 表示

梁截面的横坐标
,

则梁的运动方程为

少 一 。夕一
, ‘

一 夕一 , 协

其中字母 面的点号和右上角的撇号分别表示该量对时间 , 的偏导数和对 的 偏 导 数

梁的总倾角 斌 一 沙 ,

式中 丫 为由于剪切变形所产生的转角
,

并规定 价和 丫 的正向转

本文于 吕 年 陀 月 日收到
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动使 厂
引人无量纲量 丽 一

。 ,

口一 。 , 产 , 。 ,

口一 口
。 。 ,

加

丁 。

柳

。
价 ,

左 。

柳尸
犷 二二二二

—
。

义 △
,

劣 一 丁
, , 一 丁

一

甲
’,

了 丁
·

其中
。

和
。

分别是梁截面纯弯曲屈服的极限弯矩和纯剪切屈服的极限剪力 △为 刚

塑性交界面的 坐标
,

夜 训 为梁的弯曲曲率
,

为单位时间 以下为了简便
,

略去了

丽
、

口
、
万

、
牙

、

歹
、

毋
、

履和 下 上的一横
,

它们将代表无量纲量 式改写成

夕口
‘

一 夕一 群 , ‘

一 夕 一 必

取正方形屈服面如图 所示 对塑性区
,

利用屈服条件及其相关的正交流动法 则 求 解

式
,

当应力点全处于屈服面的 才 或 边上时
,

夕一 ‘ · 一

升
, 一

异于十 ‘

。

当应力点全处于屈服面的 或 边上时
,

夕 那

对刚性区
,

有
夕一 十 弓

为确定式中的
, 、 、

和 需要梁的边界条件和如下的刚

塑性交界面上的间断条件

当刚塑性交界面的运动使塑性区扩大时
,

夕 一 必 一 和 口 一

当刚塑性交界面的运动使塑性区缩小时
,

夕 必〕一 。 和 【 一 〔对

【 一 二 一 一
为某物理量 在刚塑性交界面上的间断值

,

和

图

忿 一 分别为该物理量在

塑性区侧和刚性区侧的值 以下同 在方屈服面假设下
,

利用正交流动法则和文献 【

的
、

式
,

当刚塑性交界面静止时
,

若塑性区侧的应力点位于屈服面的 汉 或

边上
,

则有
、了、产八袄了了‘、了火夕 一 和 一

若塑性区侧的应力点位于屈服面 或 边上 则有

必 和 一

三
、

动 力 分 析

假设方屈服面
,

均布载荷下固支梁的刚塑性极限分析 考虑剪切效应 结果给出的初

始机构相图
,

如图 所示 当 那 蕊 夕 和 。成 那 镇 时
,

梁静止 当 。提 夕毛 和

川
‘

一 严 夕 时
,

梁将相对支座整体滑动
,

其解容易求出且与 无关 当 夕 和

斌 时
,

梁中间出现一塑性区
,

其应力点在屈服面的 边上 非角点
,

此区与梁端

点之间为刚性区 当梁端点为塑性铰
,

应力点在 边上时
,

若应力点在角点 和 上
,

那末在端点处梁既转动又滑动
,

否则梁只转动 下面就来讨论这种 产 和 口

的情况
,

利用对称性
,

下面的讨论仅对左半梁进行
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产

书

解 一声, ‘

‘
,

形

一 夕 夕

只考虑弯曲 只考虑剪切效应 〕 粱

图 在三种不同考虑下梁的初始机构相图

设 川
, 、 夕 , 、 一

夕 二 、 时 夕
。

夕
。 一

在刚性区 毛 成 约

夕一 夕
“

九介

边条 件 为 二 一
, ,

二 一 并 且 当 丸

由
、 、

和边条件解得

夕 夕
‘

十 必

‘ 、

祥夕 一 汀夕
“

一 又‘产 一 夕刁 十 万丸
乙

。 、 ,

一 十 甲 一 中口 一 气甲气‘产 一 儿少
一

十 一 中
“

在塑性区 , ,

考头 气 一

夕 亡。 三 一

丫万
产 , 月 亡斌万

, 三 一

了万

其中 价
‘

表示刚性区转角的无量纲值

当 夕
。

一 。 和 爹 时
,

将 和 式代人间断条件 联合求解可得

了万

—
艺户 ,

讥 一
万

亚
。 一

纽少
丫 “

夕夕
一

阶
十

合约 直示笋
,

一 丫万 “ 直

才
·

考
一

合
一
邻

‘

气业
“

·

」
一‘ ,

浏 声动
,

雪雪二 一 户 声 ,

其中
。 。 二

杏一 万
二

。 一
”“

万万 一 ’ “ ““

一

丫万

左
一

了 扮

、
勺 一 丁二弓 、 了 二 ,

万

。

道止卫这‘

丁

,

万 杏一 二

夸一
丫 “ “

一万言
‘ ”

万毛

由 祝
,二 夕

。

钱 和
产

夸

一 产 ,二

可解得
, 产 毛 产 ,,

户
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其中
产 ,

砖 一 鱿 十 〔鱿 鱿 十 ,

‘

杏
, 一

,

丁
。 、 。 。 , 、 , 七 ‘ 。 ,, 、

‘

一了厂
’

一 ” , “ “ 、尸“ 一 丁 ‘ 、尸 ”‘ ”’
““

显然

鉴一

占
,

钱 夸 当 产 钱 时 夕兰 当 产 产 ,

时
。

一
, 九 当 户一 时

时,

。

当 丸 一 。 不口 雪

‘ 一 亡“

一 丫万

,

将 和 式代入间断条件 联合求解可得

杏一 产‘ 。
少召

一 下丁

—一
丁 、

万 了

一

亚
一 鑫

,

必
“

一 丛
,

直早刀兰 一 睿
。

直共少
,

方 丫 。 了
。 。 「厂 八

二
夸一

尸牙 一 、“ 下 二 , 、

—
万 一 一

乙 “ 甲

万
。

夸一
军 幼 “

一示言
纽 丛

一 ‘ 丫万 歹一

丫万

。 。

参一 、。

— —
‘ 丁二二 一 乙 ,

丫

“ 一 一合“必
。 一

。 · “,

一
, , “

」

陈沁 一

钊号勺笋
十 “溯

,

‘一 沁 一 、 十

合斌川爪 沁
’

卜叫
爹一 一 、

〔一如钟 ‘ 扣 。 一 。

叫 、
一 ‘刃‘

“ , ” “, ,
·

·‘· ’

丫
·、· ’ , ,

其中 一 了 一 。 , , 。

为本状态的初始时刻

晶 一 二
, , 夕 二

,

汤
。 必

。

二
,

” 一

户沁 十 · 一 列
, “ 一 互

老
·

”‘” 斌瓦
”

钟
” ,

一 “
·

暗黝 布笋
” 一 了补 卜直

错
· 一 “、“, ’‘”

了
一

·” “, 卜哟
,

, 一 粤。诱
。 一 粤外 牛刀兰 一 丫瓦

, · 。

全牡终 。

“ 丫 。

。 · “,

一
’‘

“,, “‘“
·

注意到 川
,

用数学归纳法可以证明 对任意的
。

都 有 。 妻
, 扩 , , ” 镇 。

和 扩 二去一 , 因而 。 , 妇 》 利用 羲 一丢 一 六 一 , 一 , 由 认 一 二 ,
二
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必
“

异
,

互 可以得到

风 。 , 厄 一 立
一 ‘ 。、, 、

,

公

杯甘 角

其中 二 一 一 生 生 茹
。 十 ‘ 。 一 。

肖 树
,

了 考。 」
一 拼 了

曰

一
厂工

风 簇 时
, 夕二 叱 当 乒 习 一 内 时

,

梁达到最大挠度 当 风动 一 纯 口

一 牛 占
父

若 口
,

可解得 互 夸。 一 杏
,

这与 互 矛盾
,

因此 夕
“ , 》。 ,

并且有 夕
“

和 夸 氛

当 夕
,

一 。 和 旨 时
,

我们先证明当 首 时有 〔们 一 。 然后再讨论这种

情况的解

设 , ,

毛 , 毛 , 时 睿 和 , , ,

或 , , 时 舀份 记 才 一 。 一 九 和

引
, 。 ,

氛
,

当 , , 镬 时将 和 代人间断条件 解出 亡和 必
“

后得到
「 二 ,

「
。 。

「
。 ,

了
。

、
、
夸

。
一 ,

飞
甲 ’“ 飞户牙‘

一 ‘ ‘。 宁 、“ 一 万
。

少
‘

一万了
一 ‘“ 。

回合
一
合 互号笋

”

姗

其中
。 夸。 鱼二 卫

丫万

和 九

了百 互。 一

丫万

若 , , 有 时 夸

户 户一 。,

即拌 一 川
,一 , ,

一 川
,

右 十 右冲一

考二 考

,

由 和 一 式有 户 ‘ 。 一
右二

而由 解出的 月
。

仅是 释 和 夸。
的函数

,

故 夕 口夕
“ , 一 ,

一 月口
‘ ,二 对 ‘ ‘ ,

九 和 ‘

利用反证法可以证明若 九 有 鉴一 因此当

其解可由 或 式表示 当 雪、 时有

一 , 二种情况
,

此式显然成立
, 、

或 才 时有 夕。

一 。,

“必 一 · 一

列
查

才
一

‘”

,
。

,

占一
中

“

峥 二 一一下二 一
万 丫

注意到
, ,

一 声 一 少
、

雪 一 此 一 万 中 雪 一 ’ ,

一产到生 一 生 、 互只少
、

刊
‘ , 了

因此
。 ‘·

“。一 “口
·

二

。

、 蜜
。 一 , 。

一 — 一一 一不二 一 ,

丫
孰、一 月口 月

口

或卜 ￡ 考。

咨峥子 铃
一
合 丫

卫‘“ 。
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将 代人 得到 们 一 从而证明 了当 爹 时可采用间断条件 因此
,

当 九 一 。和 普 时
,

问题的解同 式
,

且保持本状态的必要条件为 风
,

那 提 户 ,

户一

当 九 时
,

有 必 一 且如上所述有 若
,

利用间断条件 可得

杏一 互
,

, ,

万
一 止

环 ,

夸, 一
,, 。了

,

、

‘ 拜 , 甲 — 二二一 一 一二二 二厂
,

,

— ‘ 户 尸
万 丫

式中 几
。 二

歹
,

一 丁 杏
,

一
一 “

‘ ’

叹兀一 一
‘

一 ‘ ’

一 了一 ‘口 ‘ 一 , 一 , , , 为本状态开始时刻 由

夕
。

。
, 夕。

二 和 九 。

可得

那 到 那 , 乒 丫

,

一 产 公 户 拼
。

了

当 乒一 产 ,

时 夕。 , 夕。

蕊 前面已指 出 夕
。

一 时有 夸 夸
,,

故此后转人 夕
。

一

和 爹 的状态

上述所有讨论适用于均布初速问题
,

只要令 产

夕 ,二 即可

, 。 一 。 和 ,

四
、

结 果 与 讨 论

由表 列出的计算结果可以看出 当外载总冲量相同
,

但加载方式不同时
,

梁中点

最大挠度是不同的 图 表示出外载总冲量相同
,

加载方式也相同的情况下
,

梁中点最大

表 外载总冲量

载载荷曲线线

良
,

趾
,,

趾
,,

缸
,,

毓
,,

父、、 初速问题题

一一一一一一一一
,,,

最最大载荷 。
,

又 ,, 又 ,, 丫 火 ,, 丫 ,, 又 ,,

初速度为

,
载载荷作用时间 。 一 义 一 义 一 丫 一 火 一 一 ,,,

。

斗

初速 问题 乡
,

一
冰 一‘

”。时 梁中点最大挠度的极限

乙
经典解梁中点最大挠度

梁 中点最大侥度

乃万,︸

县
入

刀﹄“︸
三︶晓‘一入

、 丁 梁端点最大位移

一 , 一 一 一 ,

飞。 声

图 在总冲量相同加载方式相同时梁中点挠度与

载荷作用时间的关系曲线

一 一
一井一一一 二 一 一一 一 一

一一 一 一 一

图

一

梁中点和梁端点最大挠度与 的关系曲线 梁的

参数同图
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挠度随载荷作用时间的变化曲线
,

可见当载荷作用时间趋于零时
,

梁中点最大挠度趋于初

速问题时的相应值

转动惯量和剪切效应对梁的运动机构有明显的影响
,

图 斗给出了在三种不同考虑

下固支梁的初始机构相图用以说明这种影响 在图 中仅有转动的机构和转动与滑

动共存的机构的分界曲线 可 了
,

刃 由下式给 出 它们是通过把 斗 式中的 两 换

成 可 而得到的
,

产 一 甲氨 一 氛 十 〔夸 封 十

杏
,

一
。

万
。 、 。

‘ 丝下言二 一 ’丫 “ 夸 “夸 一 ‘ ’ 月“ 一 “‘一 ‘ · ,

转动惯量对梁的最大挠度的影响 、 在文献 〔 中给 出的图 说明了在初速

问题中转动惯量对梁的最大挠度的影响 本文考虑了载荷的情况
,

计算结果见图 和图

夕 由图 可见
,

在一定载荷下
,

不改变梁的其它参数
,

值越大
,

其中点挠度越小 当

增大到某一数值时
,

梁端点发生剪切滑动 当 趋于零时
,

梁中点最大挠度趋于一个极限

值
,

不过该值高于仅考虑弯曲效应的经典解所给 出的中点最大挠度值 对这种现象可说

明如下

亏
一一 生一

一
七 一 上一一 匕一 」

—
,一一 」一 一一上 工一一一一二

一, 一

、

。一 ,

一

一
一

一洲一 一 一

尸 “
一

〕华钱
一 经典解

尸
一

产哎旦。
、、犷
、

一叭

图 夕

,, 上 上一 土一 —一

址
二又二迸 一 一 一 一一二 一一

一
、

转动惯量不同时梁的刚塑性文界而位 置若和粱 中点速度随时间的变化曲线

⋯
丫犷

︸、‘,且

梁参数
。“ 又 。 二 。火 略 ,

、“ 火 一 ,

,

二
,

户二 丫 ,

当 “ 二 丫 一 时 ,

相当于 。“

又 , , ‘ 二 。 铲丁
,

二 义 。一 , 气 卉 二 口

二 的质量均匀分布的方截面粱 其中
。、 丁。、

分别为梁材料的单向拉

伸屈服应力
、

剪切屈服应力
、

质量密度
、

为梁截面的高度和宽度

从图 和 。 可以看出
,

当 很小时
,

本文给出的解
、

经典解给 出的 夸
,

达到最大

挠度的时间 ‘ , 和当 ‘ ‘,

时中点速度 夕 抬去 都很接近
,

这里
,

代表经典解给 出的出现

。 粤的时间 但当 , , ,

时
,

二种解给 出的 夕 抬、 就相差较大
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本解给 出 , 一、一

零
十

群 , , ,

令 ”
,

得到

夕、 、 一
‘

那浮, ,

经典解给 出 夕
二一告一 拼 ‘ 一 一

, ,

妻
了

这里 为外载作用时间 显

然前者为匀速运动
,

后者为匀减速运动 分别积分上面二式得到二种解的中点最大挠度
,

对本算例二者相差 多

本文是在王仁教授指导下完成的
,

黄筑平老师也给了很多帮助
,

作者表示衷心的感

谢
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