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用反演变换坐标系求解一些二维

弹性力学问题
王 燮 山

北京水利电力经济学院

本文推导建立了反演变换坐标系中的二维弹性力学相容方程及应力分量表达式 运

用这些公式分析了几个实际问题

相容方程

在弹性力学中
,

最早 由
, , 引人反演变换

,

文献 一 等都

讨论过这个问题
,

但都着重于建立与极坐标系之间的关系

若将反演变换作为一种正交曲线坐标系
,

并相应地建立起相容方程及应力分量表达

式
,

则在解决一些由切于一点的不同心圆围成的二维弹性力学问题时
,

可以带来较大的方

便

引人下列保角变换

式中
,

十 妙
,

乙 杏十 询

将式 展开
,

可得

厄万一丁一下 ,

一 二

雪
“

一 叮
‘

雪

二且

十

“ “一 时
,

式 ’表示圆呛于 · 轴上且均切于原点的一族圆
,

半径 “ 一

翁
, “

, 一 时
,

式 表示与上述圆族正交的另一族圆
,

其圆心在 , 轴上
,

半径 , 一 早二 ,

刀

且亦切于原点

此二族曲线的微分型系数为

。万 、, 。、 、
, 。二 、 。, 、,

“ 一 气可夕宁 火可夕一 丫戈可夕十 戈可 夸, 刃

如所熟知
,

不计体力或体力为常量的平面弹性力学的相容方程为

护切甲 斗

式中
,

切 一

参备 韵
, , 为应 ”函数

·

将式 代人式
,

整理后
,

即可得反演变换坐标系内的相容方程
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厂
“

‘

十 ”
‘

’气丽
、 、

口
十 乙 一一一

—
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沙 少 、们

—
卜 ‘

—
二一二 月

—
户 一

互
,

夸 丫 刃斗

式中
,

一 黑
,

可称为相当应力函数

显然
,

式 在形式上与直角坐标系内的平面弹性力学相容方程相同

应力分盘表达式

平面正交曲线坐标系内的应力分量表达式 〔 ,为

七﹄毕一刀口一
石

,

上 型望

口刀

一 生 旦立巴
,

互

生 鲤肚 一
乡

方 占

一
一刀一一少

了去刃
甲 口甲

, 萝口刀
土 旦 ,

。 、 夸

会却
髯

一

翻
鬓

十

豁韵
式中

,

吮
、 , , 、

魂 。
分别为曲线 蜜

、 , 上的正应力和剪应力

将式 劝代人式
,

整理后
,

可得反演变换坐标系内的应力分量表达式

一

介 们群
一 “

量
一 刀

最
一 留 们备

一 “

备
一 ,

俞
十

、少
几一

了查。 一 一 夸, 刀,

口互口刀

实例分析

相容微分方程 可用半逆解法或逆解法求解

半无限平面上受集中力 的作用

设半无限平面上的 “ 点作用着集中力尸 图
, 刃

一 如 令一 杏

下面分析几个具有实际意义的问题

取相当应力函数为

”

“ 、
了



第 斗 期 王燮山 用反演变换坐标系求解一些二维弹性力学问题

式中
,

为待定常量 将式 代人
,

可证明该应力函数满足相容方程

将式 代人
,

得应力分量表达式
二 一 二鱼丝互

, 。 ,

一

互
‘

十 刃
‘

一 ” 一 占”

二二二 二一
, 了〔, , 二厂 甲一十

互
‘

十 丫
一 ’

岁 十 丫

显然
,

式 满足本问题的边界条件 为解得常量
,

可 自半限大平面内任取出 夸一

土 的两个半圆 取单位厚度
,

如图 所示 由平衡条件可解得

尸一汀
一一

回代人式
,

便得本问题的应力解为
『。

一 二二里丝勿一 。 一 一二呈三互 一
,

,

一二里些互立
二 萝 刀, 一 ” , 互 刀, 一 ’

一
刀,

这与 解 是一致的

承受弯曲的月牙形曲梁

设图 曲梁内
、

外缘的曲线坐标分别为 勺 、 勺 曲梁两端面的曲线坐标分别为 杏一

十氛
、

夸 一夸。 ,

端面上受集中力 及力偶 作用
,

且
· ,

为集中力 尸 的作用

点的纵坐标 曲梁的厚度为 ,

” ’

厂刁
一 、、

飞
、

鲜
。。

阵 洲
。。

由于问题的对称性
,

且 乓 , 应等于零
,

故宜采用的相当应力函数为

代人相容方程
,

得如下常微分方程

其通解为

刃 一 刀 , , 刀

式中
, 、 、

及 均为待定常量

将式 代人
,

得
‘

卜、,︸叮、 刀,

畜刃 杏
,

口。 一 一 ,

了‘,

刃 ,

将其

”
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、、户

刀
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本问题的边界条件为 ①在所有边界上
,

叭 ③在两瑞 面 仁
,

应力系应各 自简化为 尸
、

决、 叱 ②在 刀 一 , ,

及 刀 一 刀。

上
, , 一

其中
,

条件 ①
,

式 已自然满足 由条件

②
、

③即可解得常量
、

及 省略中间过程
,

得

尸

, 。 , 乃畜 乡。

一

一

斗

“ ’一 低 祠低 十 动
互 刃 一 刀 刃了参吕 刀二 一 刀 蜜吕

一 。,

刀了刀二

州 不 , 小

刀了刀三

刀

刃十
七

小一一,刀十
七‘、

毕︸、、皿了一刃一口
︸、

一
矛刀

将式 斗
、

回代入式
,

即得本问题的应力分量表达式

内外缘承受压力的月牙形环

设月牙形环之内缘 刀 一 。力 上承受均匀压力 户
,

外缘 肠 一 毕 上承受均匀压力

、产﹄匆‘‘了官、

尸‘、,川
户’ 、

乡丫
,

。 ,

如图 所示 环的厚度取为

取相当应力函数为

一 月才

代人式
,

得应力分量为

吸 一 江丫 十 刀岁刃 刀

几 一 一 斗理矿
了否、 一

本问题的边界条件 为

吮 。 一 ②在 一 上
,

①在 所 有 边 界 匕
一 一 ③在 可

图

, 上
, , 。 一 一八 其中

,

条件 ①
,

式 已 白然

地满足 由条件 ②
、

③
,

可解得

一左七二望七

水 一 示

业互二鱼丛
刀
卜

刀爱

于是
,

得本问题的应力分量表达式为

公三 左址
刀 一 刀

刀‘
夸

, 刀

丫 述丛二差丛
书一 刀少

崛示一一一耐一术
毛叭气

若令 一
,

则式 可用于近年来国内外推行采用的水电站叉管的月牙形加强

肋旧的应力分析
,

此处 即为加强肋所受的内水压力
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当 ” 时
,

图 中的月牙形环的外缘退变为直线
,

式 即可适用于边缘有一孔

洞 孔洞半径 , 一 二

共、的半限平面的应力分析
,

此时应力分量表达式为
艺 刀

一气尹
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