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关于非线性弹性理论的变分原理
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刁屯 口 认

中 山 大 学

提要 本文提出一类仅依赖于应力场的余能原理
, 说明在非线性弹性理论中类似于线性

理论那样的仅以应力场为独立变量的纯粹的余能原理同样是存在的
,

同时还提出了一类仅以

应变场为独立变量的原理
, 比较了它们与线性理论的余能原理的异同

,

并推导与上述原理对 应

的广义变分原理 最后提出同一变分原理有三种等价形式以整理各原理的关系
,

说明各变分

原理不仅可从单一的虚功原理导出
, 而且都可以看作同一广义变分原理的各级不完全变分 原

理
,

给出上下端都封闭的关系图

一
、

引 言

在非线性弹性理论中
,

是否存在象线性理论那样的应力场是唯一独立变量的余能原

理
,

众多的变分原理之间有什么联系
,

这是近年来引起广泛兴趣的问题之一 至今被提出
的非线性弹性理论的余能原理可以概括为三大类 首先是基于 应力张量 的

原理
一
它常被认为不是纯粹的余能原理

,

因为这里除应力张量外
,

位移向量 。

也是独立变量 其后是仅基于 应力张量 了
,

一度被宣称为真正的余能原理的

原理
一
这一原理是否成立

,

依赖于 。 应力张量 二 和变形梯度 的关系
, 是否可逆

,

即相应的 变换是否成立 文献 〔 已表明反解 二

一般是不可能的 文献 也指出 一 幻 的单值性与标架无差异性的要求是矛盾

的 文献 〔
、

〔 力图修正这一结果
,

但也只能证明
“

多值的逆 ” 是可以存在的 总之
,

即使在各向同性的简单情形
,

也只有当 尹
·

, 在物体的每一点有不同的主值 难以预先

知道这一条件是否满足 时
,

应力张量和变形梯度的函数关系才是可逆的 文 献

〔 给出选择合适分支的条件
,

但是该函数的逆在整体意义下的多值性 对各向同性体

至少有四个不同分支 也给实际应用带来附加困难 总是成立的是基于极分解的
。 原理 , 一 ,

但这里除 应力张量外
,

转动张量 也作为独立变量出现
,

又没有

达到人们所期待的余能原理的纯粹性

问题的症结在哪里 对此
,

文献 【
、

〔
、

【 和 〔 都已有所说明 困难在于应

力场和位移场是藕合在一起的
,

余能泛函的表达式同时依赖于应力场和位移场 主要是位

移梯度场 因此以往讨论的焦点是 应力张量和变形梯度的关系是否可逆
,

以便将

变形梯度表成应力张量的函数 我们知道变形梯度可经极分解而分解成转动场 和右

伸长张量场
,

后者可经本构关系与应力场联系起来 所以关键是转动场 能否与应力

场建立联系 在线性理论中
,

由于小转动的假设认为 二 单位张量 消除了困难 而
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玫训 原理假定 二 一 武 关系可逆
、

淞 原理引进 为独立变量以避

开这个困难
,

本文从寻求转动场与应力场的关系人手
,

说明考虑到对应的协调条件
,

转动

场 即被 应力张量 或 应力张量 通过微分方程唯一决定到只差

一整体刚性转动 户 取作参数
,

从而提出一类带参数的仅以应力场为独立变量的余能原

理
,

说明了在 卜线性弹性理论中仅以应力场为变量的纯粹的余能原理同样是存在的 同时

我们还提出了一类仅以应变场为变量的变分原理 并且比较了它们与线性理论的余能原

理的异同 接着把变量间的关系也当作约束条件
,

应用 乘子法推导出与上述原

理对应的广义变分原理 最后通过提出同一变分原理的三种等价形式的概念整理出各变

分原理的关系
,

同时很自然地得到类似于 原理的以
,

或 为变

量的变分原理和类似于 原理的以
,

的 或
,

句 为变量的变分原理 文献

工 了已证明非线性弹性理论的变分原理均可从单一的虚功原理中导出
,

本文又将说明各

变分原理都可以看作某广义变分原理的
“

各级不完全变分原理 ”洲
,

使它们在上下端都封

闭的框架里构成一个有机的整体 用 乘子法可以由不完全变分原理导出广义

变分原理
,

反之一步步地将一些关系式留作附加条件
,

又可以从广义变分原理自然地得出

各级不完全变分原理
,

这不仅进一步说明了各变分原理的内在联系
,

也可为根据需要提出

新的原理提供另一条途径

二
、

符号与基本关系

本文中各数学符号
、

基本关系式和物理意义
,

以及其他参考文献详见文献 〔 附录

本文全部讨论限于

超弹性体 弹性体 每单位参考构型体积有贮能函数 艺 和第一
、

第二余

能 艺
‘ 、

艺
‘

死载荷
,

即不管当前构型
犷
如何

,

外力总取给定值

采用 描述法
,

所有出现的量已通过转移张量预先化成在参考构型 男

的一点张量

非极材料

协调连续统 协调条件处处满足
,

各量充分光滑 足够阶连续可微
,

区域是单连

通的
为叙述简单起见

,

省去体力
,

也不讨论有跳跃的情况 当然这一条是非本质的

三
、

预 备 性 命 题

为了通过应力场表出余能泛函
,

先引进一些简单的辅助关系 首先
,

由物质弹性的数

学表达为应力应变的
一

对应导致

命题 右伸长张量
、

应变张量 与应力张量的关系

, 一宁
,

卜

是整体
一

可逆的
,

且作为对 艺
·、

乞
·

的定义域的要求
,

量 一 十 是对称正定的

艺
‘

这样决定的 或 应变张
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其次我们讨论 应力张量 和 应力张量 的关系
,

有

人 二 二
‘ ,

、
, 二 二、 , 、 , , 。 , , , 万

‘ , ‘ 、、 、
节万定丹 么‘ 子石 三划 利、 习 ‘ 个目利 刹

、 ￡ 七 口 ‘ 、 一

—
一 、‘ 卜 田

口

甲
—气

·

唯一决定对称的 司

易通过求解在笛氏标架下对应的矩阵方程加以证明 略 该命题表明给出

就可以得到
,

反过来易见
,

给出 和 万
‘

从而得到
、 ,

由 即得到
,

超弹性体选择 或 作为变量是完全等价的 下面再讨论 和 的关系
,

有

和 万
‘

因此对

命题 给定对称正定的
,

且满足对应的
一

张量等于

儿
,

式 一 先 , 一 监
,

。 会 监 一 会 筋一 。

其中

先一合
一‘· ‘

一
。 二 。

,

一
。

, ·
,

是第二类 符号
,

则决定变形梯度 至只差一整体刚性转动

关于该命题前人 例如 和 已有类似叙述 ” ,

注意到 是 所满

足的微分方程

口 》

口
乳 丸

的可积条件 这里 严 取笛氏坐标
,

引用微分方程组解的存在唯一性定理即得到证明 解

是依赖于初值

匀 一 户

的 但 已知
, · ,

实际上只要指定
分 一 虎

对应于两组初值 户 和 虎 的解之间仅差 一 舜梦
·

虎
,

这是一个整体刚性转动

因此
,

只要 满足 我们就可以借助参数 户通过 约 表出 对超弹性体
,

和 ,

是
一

对应的
,

对 的限制 相应地对 也施加了限制

二 一

一旦该条件满足
,

就可以用 , 表出 且在给定初值 。 分 一 舀 条件下表出 。 而 虎
、

遏

与 二 无关
,

不参与变分
,

它反映了参考系的选法 实际上如果原来问题的提法是适定的
,

则 虎
、

遏已完全由定解条件所决定
,

求解中只起中间参数的作用

四
、

仅以应力场为独立变最的余能原理

由上看到如果取 为基本未知量
,

以舜
、

舀为参数
,

由命题 可以得到 一
,

由命题 可以决定
, ,

于是可以回避直接反解应力张量和变形

梯度关系 了 武 的困难
,

仅用应力场 表出余能泛函
,

得到

定理 在满足

在 中
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· ·

一 分
、 在 中

的许可应力中
,

是真实应力场的充分必要条件是它使泛函

斗

巩 一 。

二 一 二汀 蛋
。

· ·

了
·

取驻值 其中
, ,

是在初值

云
· · ·

瓜才左

、

舀下通过
介
。一

必一一
·

一

一 “

给出的 的函数

证明 斗 在条件 斗斗 下等价于 。 和
,

斗

故为消去约束条件讨论泛函

一
·

一 一 口 一 一

“
· · · “ 一 、“ ‘

· · ·

“ 十

公
﹃

小咒一毛一一
水杜

夸
· · ·

一
刀

由变分理论知泛函 。

值的问题 这里已假设

都已是独立变量
,

一

在条件 斗
, 斗 下取驻值的问题等价于无条件泛函

艺
‘

的定义域是可以延拓的 在后一情况中
, 。 , ,

艺
‘

‘

刀书取 驻
,

夕和 安

“ ‘一
。
‘一 , 云

·

“ , “
· ·

十
·

‘“ ’

十

蛋
, “

一 嘴二势

一 一 刀 衣 一 一 “

· ·

一 于﹄考
产‘,尸‘,,

一 五
·

厂丁
·

十

· ·

一月
·

助
左 十 套

·

万了
·

左

于是 占刀袁
一

·

口一

吞
·

一

尸卜
·

一 一 一

一 一 一

妞

· ·

一

。 夸一
· ·

一 夕
·

斗

、、少、产、产、产、夕、少、户、夕
,

八廿,工勺‘,任︼、少‘门,孟,五,‘,﹄卫立,且,月汁件泥’
山

斗庄月,
了‘、了百、了、性、了、了、了、

在 中

在 中

在 中

在 中

在 中

在
“

上

在
,

上

在
,

上

在 上
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但由
·

, 得 “一合
丁代人

·

‘。, 得“一
· ,

再代人 “ , 得到

· ·

一 在 犷中

而 斗 一 加上 和 构成
、

只 。
、

为问题的解的全部关系式 所

以 占此
二

争 从而 只
、 。 是真实解 证毕

’

如果取 为基本未知量
,

又有

定理 在满足
一 在 中
·

了
·

万一 户、 在 才
,

上 、

的许可应力中
,

为真实应力场的充分必要条件是它使泛函
今 ·

卜
。
、￡

· ·

卜 一
、

至
。

· · ·

一 刀 。 “
·

厂
·

丁
·

、

取驻值 其中
、

只
、

是在初值 虎
、

益下通过

互二

· ·

护
·

“

给出的 的函数 证明同上
,

略

这是两个仅以应力场为独立变量的余能原理 当然为保证仅用应力场表出泛函
,

已

加上 或 的要求
,

而且具体求解
、

是不容易的
,

应用时会遇到一些困难
,

但

是至少已在理论上回答了在非线性弹性理论中仅以应力场为独立变量的纯粹的余能原理

同样是存在的

对超弹性体
,

应力和应变是
一

对应的
,

我们也可以给出仅以应变场为变量的变分原

理
,

例如取 为基本未知量有

定理 在满足

一 在 中
“

·

丁 口
·

一 分、 在 刀
,

上 、 夕

的许可的对称正定的应变场中
,

是真实应变场的充分必要条件是它使泛函

一 。

二 一

如
·

尸
·

丁
·

“

户
·

了
·

“
沁

取驻值
,

其中
、

只 。是在初值 虎
、

舀下通过
·

十 “
·

一

斋
·

护

给出的 的函数 证明同上
,

略

斗
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五
、

与线性理论的余能原理的比较

定理
, 斗 与线性理论的余能原理还有所不同

,

前者以协调条件为约束条件
,

以力

平衡方程 斗 为变分所得的 方程 后者则以力平衡方程为约束条件
,

由变分得

到几何关系 从而满足协调条件 二 我们提出线性理论中也应有类似于定理 的结果

定理 在满足
应力线性协调方程 。 宕于 一 。

,

在 的扣
,

应力边条件
·

一 在 上
,

的许可应力中
,

是真实应力的充分必要条件是它使泛函

执 为 一 一 生 反为 九 。 十 币
。

乞 、一 。
·

全
·

才

夕犷 泛
·峨,

弓

苏

取驻值 其中小变形应变张量 宕和应力张量 矛有线性本构关系

若

是具有一定对称性 例如在笛氏坐标下

一

, 左 左了夕

弓斗

, , 一 ‘、 的四阶张 量 斗

的特例是广义虎克定律 。是在初值

云

、

云下 扫

一 生

给出的 的函数 证明同上
,

略

两种余能原理各有所长
,

定理 多 虽繁一点
,

但仍有一定的特色 因为在经典的万编旨

原理中许可应力是依赖于外载荷的
,

只是静力上许可
,

它甚至可能无对应的位移场 而定

理 中的许可应力则总存在对应的位移场 它更接近于真实情况
,

而且它与外载荷 体

力 无关
,

如果采用下面的
、
等形式还与边条件也无关

,

这样就有可能建立一族仅依赖

于材料的许可应力函数
,

以适应于近似求解各类不同的问题 当然对线性理论说来
,

引进

定理 的必要性可能不是很大的
,

可是对非线性理论
,

因经典的余能原理不能简单地加

以推广
,

要得到纯粹的余能原理
,

只能采取定理 斗
, 斗 的形式了

六
、

广义变分原理

上而给出的定理都是有条件的
,

应用上有时未必方便
,

按照 【
、

们 和 的方

法
,

采用 乘子法
,

可以把一般的有条件的变分化成无条件的变分
,

乘子

的物理意义可以通过求变分的过程求得 在非线性理论中
,

虽然
、

和 都被称为应力

场
,

但它们的物理意义已很不相同
,

而且我们的目的是要把采用 的 原理和采

用 公 的 原理
、 。 原理等等都统一起来

,

所以乐于把它们看作彼

此独立的量
,

而将各变量之间的关系也看作一种约束条件
,

于是从泛函 几
,

通过推导 过

程略 可得到

定理 应力场
、

对称
,

变形梯度场 和位移场 。是问题的真实解的充分必

要条件是它们使泛函

‘一
·

、一。 ,

一
·

, 一 ‘一“ ,
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·

式 十 一 舀
·

,
·

汪
臼

曲‘

十

取驻值 这里已不附其它约束条件
,

下同

证明 谷刀 生 一 生 月 一 一 ’云

二
·

少刀 ￡

占刀 , 一

·

、 , ,

应
·

一 公
·

月

伙 , 一 云
·

亡
·

拟丫刀

冷

斋
刊一 ‘一

·

在 中

一 十

一
·

丫
·

一
二

·

一 户、

一

在 中

在 中

在 中

在
,

上

在 上

夕

而 一 正是 二
、 、 、

是问题的解所应满足的全部关系式

从泛函 玩 或 出发又可得到

定理 应力场 二
、

对称
、

对称
,

变形梯度场 , 应变场
。是问题的解的充分必要条件是它们使泛函

证毕

对称 和位移场

。 一 。

艺
· · , 一 · 一 ‘一 , 二 生 沙 一

·

刊
, , “

·

幻
“ , ‘ 一 ‘ ·

拟了

取驻值

定理 应力场 二
、

对称
,

变形梯度场
,

应变场 对称 和位移场 。是问题

的解的充分必要条件是它们使泛函

、 一 , 艺 , 一 一 ‘一四 , 上 ·

一 护

一 。
·

户
‘

、 一 。 一 。

才 “

·

瓜了左

取驻值 证明同上
,

略

如果仅将应力边条件通过 乘子加进泛函之中
,

我们得到介于 几
, 刀 , 刀。

和 刀
, ,

风
,

风
。
之间的三个泛函

风 , 一
。 艺

‘

一 ‘ 十

·

“

刊
‘

, “
·

劫
“

风 · , 一 ‘￡
· · ,一 ,‘

, “ “ 一 ‘
· ·
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’

“ 刀 ,
,

刀 石 少

“ 一 艺 、 一 · · ·

、 刀 刀 ’‘

, 左 一 “
丈

一 舀

· , ‘

其中
、 。是在初值 分 一 虎

,

分 一 舀下由微分方程求得的 这是仅以 或 , ,

或

为独立变量的泛函
,

许可应力 或应变 不再受边条件的限制
,

它们应用起来可能会比

几
、

几 和 几
。
方便

七
、

各变分原理的关系

易用 乘子法验证广义 己 原理和广义 原 厂
「
分别

是 风 和 风
,

的
“
不完全变分原理 ”

从 风
,

或 刀
,

以第二余能代第 一余能即令

艺叹 一 一 艺 一 丁

可得到 几
,

或
启 ,

反之亦然 基于命题
,

这样做总是可行的合理的 同时
,

基 犷命

题 还可以在 风
,

或 马
,

中以势能密度 艺 代 艺
‘

经整理得到 或 马 因此找

们有三种等价的泛函形式
,

瓦
, 、

’ 和 风 或 马
, 、

几 和 分别是同一变分原理的第一

余能形式
、

第二余能形式和势能形式
,

由命题 和 保证了它们的等价性 从势能形

式到余能形式的变换
,

实质上是 变换

广义 原理 文献 「 中
、

的第二余能形式和势能形式是
, · 一 。

￡
· · 一 ·

工
一

汇护 一 。
·

, 。 、。

日
、 , ·

幻
“ 。 一 云

·

。
· ·

孤才左

刀二 。 ,

一
艺 生 十 十 司

·

。 〕‘

一 , , ·

‘ “ 一
、 “ 一 ‘

·

· ·

拟才刀

前者是关于 。
、 , 的泛函

、

由 艺
‘

—
, 毛沪 十

·

一 给出
,

后者即“‘”

中 夕 式给出的系统广义总势能 汀
,

广义 原理

的第一余能形式和势能形式是

芝 , , ,

刀二 , ,

一 ‘二
·

一 ‘ “
·

·

注 , ·

么‘“
。 ,,

。 一 ‘ ,
· ·

· ·

瓜了刀 竹

· “ , ,

一 ‘ , 一 护 ,
·

一 刁 , 。
·

‘ “ 一
才“ 。 一 。

·

二 · ·

拟才

仁
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而 原理 姚 的第一余能和势能形式是

马
·

, 一
。 艺

·

, “ ‘ 一 “
· ·

,, ‘

一
。

‘
·

“
· ·

丁
·

,

。、 二
,

。 一 。

艺 一 沙 十
· ·

“

‘
·

“
· · ·

刀

后者是关于
、

即 的泛函
,

它与文 〔 中提出的所谓
“
以变形梯度为独立变量的余

能形式的变分原理 ”只差一个负号 至于 原理 文 〔 中 的第二余能和势

能形式是
。 。 , · 一 ￡

·

石 一 “ 二
一

艺

·

‘

一 、 ,

。

二· 。 ,

一 。 二

十 “
· ·

拟穿刀

一 一 生
·

。 、。

“

‘
·

‘十 ,
· ·

偏“

后者即文 〔 中 式 由于将三种等价形式看作同一变分原理
,

这在导出关系图

时将大为简化
,

使各原理之间的关系更加明朗 当然势能形式可取 或 或其它应变

张量 它们之间有等价定理 〕作为变量
,

第二余能形式也可以如同 巩 阮 原

理那样用
,

司 代替
,

幻
,

这已是无关大局的了

值得指出
,

在 几
,

中出现四组变量
,

而在 和 风 中分别出现六组和五组变量
,

当我

们为了整理各原理的关系而把它们看作等价形式时
,

我们都把它们看成四变量的
,

因为

由命题
, , 、 、

三组变量之中
,

只要取出一组
,

其它两组就可以完全确定为它的

函数
,

例如这时定理 的独立变量后取 丫
、 、

和 “ 但是从另一观点看
,

若定理 的

六组变量都看成彼此独立的
,

那么变量间的全部关系均可由变分的 方程给出
,

所以

又可以把它看作关于六组变量的更一般的变分原理 在
、

瓜 以及后者的 马
, ,

几
。 ,

几 和 中也有类似情况
,

它们可比各自的等价形式多一组或两组变量
,

这与线性理论

中的情况相类似

文献 曾提到线性理论中尚未见反映余应变能形式的应力应变关系
、

连续条件和

平衡条件的变分原理 在非线性理论中
,

本文提出的 刀 。
, ,

和 刀 , ,

功 可
能是这种类型的原理

,

它们分别对应于 〔 中表 之 和 只是一旦线性化
,

它们又

退化为第一余能形式即通常的
一 讹 原理了

关系图

从 几
, 、

几 和 几
。
出发把

· , ·

当作附加条件
,

可以得到

。” , , , , 口 一 , 二
· ·

一 ‘一 一 ‘
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夕 的

, , , “

、 , 。
·

加
“ 十 、 。 一补 二 、

刀

艺仗
·

一 一 。 一 ‘

、, , , , 。

·

粉
“ 十 七 一

·

“

艺 一
·

一 一 。 二

产︺尸

十书

一 遏
·

二
·

从护刀 夕

即得到 汀
。、 呈和 场 同样从 刀

,

产

翔“
· 丫叭了 一

才才

二、户护产︸

十︸一

然后再令 一 — 、了
· · ,

一

等出发仅把 了
·

作为附加条件得到

马
, , 。 一 艺

‘

丁 , 十 工
·

一 ‘ “ ,
·

“

十 月 , “
·

却行
、

一 云
· · ·

从扩刀
,

〔

几
, · ,

二
,

一 艺仗。 十 生 护 十
·

, 一 “ 十
·

一 “

。 功 。 理

虚位移
、

虚应力原理

—
二

川 卜 一
,万二⋯万

,

又而万 瓜五蔽万厂下一
人甲, 一 。

二 , 一‘

二

二

厂下一
一

哩一竺全玛 一 一
’

刀
,

升至刀
,

二冬 刀
,

乙

二
。

“ 衬
·

扼搬礁
二 一 , 十 。

, , 二。刀 盯
, , ,

尸
二

。

打。
。
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、夕、,通︼、一﹃几,二、了、

、万‘

十 一 舀
· · ·

拟才
月

︺

十

。 ,

二
,

一 乞 , 一合 砂
‘ ·

十 十 “
·

一 。
·

犷
、 、 一

不 夕才“

。 一 益
· · ·

凡了
,

它们介于 瓦
,

等和 汀 等之间 或 几
,

等和
, 等之间

,

当然还可以类似地找出种种介于

中间状态的不完全变分原理并给予严格证明
,

为简短计不一一列出了 而 等 还可

以看作从 马
, 等出发加上相应的约束条件而获得的 至于 原 理 斌 或 广 义

原理 斌 则可以看作是在假设 幻 即 一 钓 的条件下从

址 原理 或广义 原理 得到之特例

于是可以给出上下端封闭的关系图 以所用泛函代表对应的原理
,

旁边标注的是过渡

条件
,

以 表示的是本文新提出来的

本文是在郭仲衡教授具体指导帮助下写成
,

并且得到戴天民
、

肖树铁
、

章学诚
、

武际可

等老师的关心和帮助
,

在此谨表示衷心感谢

「

参 考 文 献
, , 才几 人刀、

· , ,

一
, , , ,

一 ·

卫 ,

幼 丁

, , 〔飞弓
一 , ,

, ,

, “ ,
‘

‘ ,“‘ ‘ , 士 寸 , ,

, , , , ”“
·

污卫
, 召‘ , ·

尹夕 。儿
·

, ,

一
飞 、

, ,
·

。 尸 , 无 万 才 人 , ,

一
· , ,

万
, 尸 亡人

· , , 生 一 生

,、 , 、 、、 、 ,
·

, 、
·

, 盯 丁 ,

了℃ 一 ,

卫 〔 散 , 乞 ,

· ,
·

, ,, 协 盯夕 夕 名亡艺
· , ,

一
,

·

儿 尹 “
·

, ,, , ,

一
、 、 , ,

· ·
, ” 名 艺‘ 、 忿 ,。

· , ,

一
, , 一

·

下 。 丁 , ,

郭仲衡
,
非线性弹性理论

,

科学 出版社 。

钱伟长
,

变分法及有限元
,

科学出版社 工 。
, , 」肠

, 尸尸 万 , ,

一
胡海昌

, 弹性力学的变分原理及其应用
,

科学出版社
, 吕 , , , 皿尹

, ,

一
,

一

,卫。斤‘︹片厂,厂月

〔 」

「
〕

汇万」

〔川



力 学 学 报 , 年 第 卷

、 , 、 艺 亡

, 、 、 士 、

,

腼
。, 、厂

了 一
、

叮 、 、士 、,

王 才 且

月 ,

, ,

〔】网

, 飞
·

, 。

·

始 ,


