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提要 本文讨论受压固
、

气两相介质向真空膨胀这一基本的非定常运动
,

用渐近法得

到 了早期和晚期自模拟解
,

在气体绝热指数为 的情形下用数值法得到了过渡期解 结果说

明 二阶段的解互相衔接
,

连续过渡 共质量及动量分布由稀到密的变化是急剧的 当自由面运

动 了大约 劝 倍粒径后
,

运动基本土可以用晚期自模拟解描写

一
、

引 言

固
、

气两相系统受到爆炸
、

冲击或别的高压作用下
,

会引起急剧的膨胀运动 训 ,

曾经用数值方法计算稀相固
、

气两相介质的非定常流动
,

但很少有人研究稠密相的情况

本文用坐标摄动法求得膨胀运动的早期渐近解和晚期渐近解
,

两者都具有自模拟的特征

用数值方法求得过渡期的运动解 当自由面的位移超过固相颗粒直径大约五 卜倍 以 后
,

数值解明显地逼近于自模拟的晚期渐近解 早期
、

过渡期和晚期三个阶段的解描述 了膨

胀运动的全过程

二
、

问题的数学描述

讨论初始时刻处于高压状态的气固两相介质的一维平面膨胀运动 兹作下列假设

两相介质由理想气体和刚性碎粒所组成 起初介质处于静止受压状态
,

均匀分布

于半无限空间 镇 。处
,

压力 为 尸
,

气相的体积分数 “ 和密度 户 各为 妒 和 讨
,

上标
“ ” 表初态 固相的粒径和密度各为常值

、

和
,

的空间处于真空状态 灼

在 ￡一 。时刻
,

两相介质突然开始向真空膨胀 , 参考绕流物体的阻力公式
,

作用 厂固相

的单位体积稠密相的相间作用力 可假设为

一
,

户、 、一 。
, 。 、一

,

式中 。
、 “ ,

各表气
、

固两相的速度
, 勺 为无量纲经验常数

可以想见运动具有如下特征 一开始
,

从真空界面向介质内部发生一族巾心稀疏波

在极早期
,

即当自由面的位移远小于粒径时
,

由于固相的惯性比气相大而起动慢
,

气相速

度将大于固相
,

部分气相从固相所形成的构架内渗出而形成一个超前的纯气柑区 到了晚

期
,

自由面的位移远大于粒径时
,

固相被加速而逐渐达到和气相相同的速度

现取 丛
、

月
、

摺
作基本量一与推导“截面一维管“的基本方程类似

,

但要考虑

本文
一

于 勺 注年 月 日收到
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‘ 既随空间变也随时间变的特点
,

可导出下面六个无量纲的基本方程

气体质量守恒
,

口 。 口“
。 。

一丁下 十 一广 十 、 百
奋了 奋若 苦 了

气体动量守恒
·。·

瓮
⋯瓮

烤 以 ’ 嘴 。 、

石下 一 一
工

一 。夕尸 “

门

,

￡ 口“
,

十 一丁 十
一二一

窟 浮 宫 工

一 一 “ , 一
了

了 一

一 一 。 擎 一 。
口

一一户立

气体能量守恒

气体状态方程

固体质量守恒

固体动量守恒 巫
浮

了

、 、

粤 一
。· “

一
“ · ’

方程中所有量均为无量纲量
,

表气相和固相

亡

各表压力
、

密度
、

比内能
, 下 为多方指数

,

下标
、

各

一旦给定初始条件和边界条件
,

即可求解

三
、

早 期 渐 近 解

在极早期
,

介质位移远比粒径小
,

运动基本上取决于 二
,

改用新变量 杏
、 , 替代 二

、

更为方便 夸一
, , 一 兰 于是运动方程组变为

气体质量守恒
口￡

。

口
。 ,

刀 「
,

“ 尸

一
十 乞 尸

一
,十 — 气封

仑

月
一
闷 灯 只

匕

、口

一 刃 一万一口刀

刀一舀机一摊气体动量守恒 ￡“ 丝
杏 」

「
, 、

口
。 ,

了又“ 一 刃夕二一 十
刃

、 ‘二

箭
一 ”

剖
一 二二

三性内 一 。少

即一帐气体能量守恒
邵

丫 一

￡户“
, 一 户 毕 旦燮丝

互 互 」

吕

了 一

、 口
火“ 了 一 刀

一

叹一 一
口刃

夕
了 一 户

“ 一 ,
刀一参十

鲍 十
二

刀

、 口￡

一 叮 万
口刀

“ 。

十 尸万
巳

刃

一 。 。 一 “
了 ,

卜器
一 ‘一 ,箭
普一

,箭
一 ‘一 箭

固体动量守恒
箭
、

剖
十

外一
,

箭 剖
内 “ 一 “

, ,
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早期的渐近解可采用 夸的幂级数形式
,

即任一物理量 可展成 艺
。

梦
,

其中系

数
,

动 是 刀 的函数 将渐近展开式代人方程组
,

比较 夸
” 。 一 。

, , ,

⋯⋯ 的系数
,

可得到
。

动 所满足的方程 列出由护的系数所导得的常微分方程
,

即可求出零阶渐近

解
。 刃 采用状态量 作自变量比较方便

,

于是零阶解满足下列方程组
￡。 一 ￡

。

力了 ‘ 。一 。
, 。 ,一︸一夕“一一一

。 户 刀 一
, 。

衬 、。

。 户、。 一 。

。

汀 。 刀一 。 ,

二互 尸名

、 一 。
了。 “

一 ,

, 少 八一
。。 。 。 二 。。

刀 一 “ 川 一 钊一 —
一 一

一
尸下下下丁 —

一 下不
了 ￡ 一 乃 气刃 一 “ 考

。夕

一
‘ 一 刀 一 刀 一

功

图 上 早期渐近解

口

— 一
一 才了‘ 性

—
了‘

工
’

。 其中最后一个代数方程是保证求得非平凡解的必要

条件 一旦给定初始值
,

即可用数值积分求出零阶

解

以为一内
下面、

一

算 二 一 的气体、口固体颗粒组成的两相介质的运动 弓进变量 。 一
、

丫

代替 假设初始时刻
,

两相密度相等
,

即有 一 介 一 一
,

而体积分数 砂 一 。

方便计以下均省写下标
“ 。” ,

但仍理解为零阶解
·

图 给出诸物理量随令的变化曲线
·

从计“ 结果可以看出
,

稀“波的波阵面以等速向深部推进 贵一丫爵
,

从波阵

面到自由面
, 刀 连续增加

,

压力连续下降
,

体积分数连续上升 当 刀 增加到某值 刃 时
,

即

是两相区的边缘
,

相应的气相速度和密度各为 “ 和 内
,
例中 刀 一 夕

, , 一 以朽
,

内 , 。 , 一 斗 当 刀超过 刀 直到自由面处
,

即是纯气相区
,

可见气相运动超前
一

于

固相
,

部分气体从两相区渗出 纯气相区内运动服从自模规律
,

即在 刃
,
镇 刃 毛 , 、 , 十

区内
,

有
刀 、 “ 、水 十 ‘

材 — —
门一

, 尹

刀
,

“ 。

一 — —
一卜 、一

〕

十
〕

尸打
﹄

四
、

晚 期 渐 近 解

从动量守恒方程诸项的量级可看出 到运动晚期
,

方程左端诸项均按 。 夸
一 ,

趋近于

零
,

导致方程右端的作用力项 也应按
。 梦

‘

趋近于零 所以晚期渐近解可展成 多全的

幂级数
,

即任一物理量 可展为 艺
, , 参飞
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将渐近展开式代人方程组
,

比较 护项系数
,

给出

探窟。一 份
‘

这说明零阶解中两相同速
,

可把两相介质看成是无相间作用力的同速混相介质
,

故零阶解

是自模的 这里
,

改用质量分数 “ 以代替用 “ 更为方便 下面均省写表示零阶解的下林
“ ’,

混相的密度和比内能各为

‘

’

口 一
—十

—
了

。 二 。。 一 。
,

其中 , 可假设为常数 关于这一假设
,

下面的第六节中会进一步讨论 我们假设气相和

固相分别服从 了 一 内己 和 。, ,

所以混相状态方程和绝热关系可分别写

为

一 了 一 一 几
。 一 一 , 。 ,

, 一 十 岛

, 一 。。 二了一卫乏一二下 一
‘

气 一 叮夕

混相声速 满足

几一
土卫兰

一 。

一卫一 一
‘

一 以 一 『夕 」

由于零阶解是自模的
,

所以膨胀是由一族中心左行波所引起的
,

于是特征线方程和相

应的特征关系为

一 , ,

一 一 二

若气体的比热比 丫 等于
,

利用稀疏波波头上的未扰条件 “ 一
、

一 尸
、

一
,

可

得到如下解式

。

一

,

扛︺一乙
厂卜一
之一‘“

一一一
那

“

其中

尸一 一一 —
一

叮
,

一 叮
寸万 宁

一
召 口

,

一
了

一
’
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一

‘
“ 一

—
尸 飞 ,

一

—
一

—
一

— 尸

。 动

一 况 注大

一 , 户

乃是自由面上达到的最大速度 上述解式乃是以 为参量的诸物理量的零阶分布 图

给出 一 以及 尸 的条件下诸量的分布曲线

卜卜么国国一
,

一 刀 一 刀

不
下

图 晚期渐近解

矛月‘
一一一

一

卜

一
飞八一

夕一一
﹄︸

八乙

一 东

一

五

求过渡期的解要借助数值方法

把微分方程写成下面的向量形式
,

即

过渡期的数值解

本节仍讨论气 旧成分是 了 一 的气体的情况 可以

色丝 四 一 。

口

其中三个列向量各为

红厄且‘吸、‘

一一
一

印
,‘、 一朴 一 。 “

“

一 。 , ,

。 、“乡 一 。 ‘
色
名

色十
姚一

井、、

一一体

、、

、,产
“一一 、 “ 、

了矛‘、、、

一一

初始条件

初始条件本该是 当 一
,

有 一 砂
, 。、 一 。

、

一
,

一 但考虑到运动

在极早期是自模的
,

为提高计算精度可取早期渐近自模解作为数值求解的初始条件 确

切地说
,

可取运动开始后不久的某一时刻作为初始时刻
,

由该时刻自模解给出诸物理量的

分衣

差分格式

下面分别给出两相区内点
、

气相区内点以及这两区的界面点的差分格式 至
一

于气相区
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的外边界
,

即自由面以及两相区的内边界
,

即未扰区的声速线可按常规方法描述和处理

两相内点

设已知 , ”时刻
、

叭 的空间分布护
、

功
、

犷
月 ,

由向量方程 口 所 口

可求 尸 产 △, 时刻的 分布 沪
‘

我们采用 。。 , 的差分格式
,

它是二阶精度的预估—校正两步格式
,

即

上 护 而 一洒”十 ’ 一 ’

沪 一 口
”

△, 一 护 △
,

△, 。二 而 一 △
, 口石花

需要说明
,

所处理的方程并不包括第三项
,

这里对 的处理形式是我

们拟定的

上述公式中的 口 可取向前或向后两种差商近似 由于本问题中流区的右边界

外是真空
,

扰动是左行波
,

故采取下列向前—向后格式
,

即

汗 一 卿 一 “ △ 一 碑 一 研 △
‘

一 生 铆 十 评户 一 △
, △二 萝石 一 忆五勺一 山 切花

气相内点

在纯气相区
,

记

介甩

一

、、、、下,

‘
·

、
,

。一

“““‘

了

十 — 云

则方程仍为 十
,

差分格式取与两相内点相同的形式

两相区和气相区交界面的差分格式

我们采用特征线方法
,

得到了较高的精度 从基本方程出发可推得如下的近似的特

征线方程及相应的特征关系

当 , 。 ,

时
,

有

万
·
浮‘ 一 · ·

一
’ 一 圣。 · 。

一 一 。 ,

当 ‘ “ 干 乙

丝竺妾十

时
,

有

汀 一 , 、

—一
一 、戈 一

, 夕 宁
匕

, 一
, 干 。 ,

份
一
鲁
一 · ·、

一 」

要指出
,

这里因为 一 讨
,

而

窄刽不认落
士 ‘

‘ 一

丫妥
,

故 ‘ 一 “

一般认为边界差分格式的精度可以比内点低一阶 因此沿特征线方向的时间导数可

以近似表为一阶差商
,

而在
,

处的箭和瓮值均取向后差商计算之
·

如图 ‘
,

已知
、
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一

石
,

几
, 牙、

图 特征线示意图

—女
成 一 。‘ 十 ,

—介 心 二
。、 一 。 ,

一 对沂 二 勺
图 任

“
光顺

’,

措施示怠图

对
、

心处的值
,

利用三特征线上的四个特征关系可求得
‘

处的 。
” ‘ 、

解十
‘ 、

好
十‘

和 心
’

数值振荡及处理

计算过程中出现了三类数值振荡 第一类发生在两相区内邻近两相区和气相区的交

界面处
,

该处 ‘ 变化急剧
,

采取了足够小的空间步长 △ 后
,

解决了问题 第二类发生在

纯气相区内 口 变化急剧处
,

用特征线法代替差分法解决了问题

在两相区内靠近 一 。的地方发生了第三类数值振荡
,

估计振荡可能和所用格式有

关

李荫藩建议用反扩散的措施消除在采用 差分格式时产生的振荡 我

们采用 夕 入 二 和 中 。 给出的方法
,

振荡不但未被抑制反而变得更严重

实质上
,

他们的方法是以一条水平线为基准
,

把因振荡而偏离水平线的计算点拉问水平

线
,

我们改用当时的平均分布曲线为基准
,

当振荡超过指定的允许值
,

即将偏离的计算点

拉回到平均分布上来 这是一种
“

光顺 ”处理

具体做法如下 当函数 在某结点 、处偏离了正常值 图 斗 过
,一 , 一

和 、 二 , ,

了叶口连一直线作为基准
,

记其斜率为 友
。
类似地

,

记 和 ‘一 两点连线的斜率为 东
,

和 ￡十 两点连线的斜率为反 当 仅 一 毛
·

友 一 毛 时
,

用下式进行修正而得

修正值 了
,

了
、 一 , 一 , , 一 立三兰色主、

系数 的取值范围是 毛 , 廷 根据不同情况调整 值
,

从而成功地抑制 厂

荡 应当说明
,

这种
“
光顺 ”处理并不需要在每一时间步都采用

,

整个计算过程中只在局部

点用 了有限次

六
、

计算结果及其讨论

因为三
、

四两节已给出了早
、

晚期渐近解
,

故本节先给出数值计算的结果
,

并对全部解

答作适当的分析和讨论

图 , 。

一 刃 给出四个不同时刻的
、 , 、 。 、 、

的空间分布 图
。

给出三个特
征截面的运动轨迹 由图可见

,

扰动前沿以速度 了奋向静止区传播
,

超前气体前沿 即
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自由面 句真空膨胀的速度约为粤
,

固相颗粒向右膨胀的前沿 即超前气体区和两相区的
乙

日日日川曰

一

界面 的速度约为 ”一

图 给出数值计算初始时 刻 与最 后 时 刻
, 一 两相混合密度及质量分数随 , 变

化的曲线

这里再次说明
,

图中各量均是无量纲的
,

无

量纲化所用的万个基本特征量是长度 几
、

密

度 讨和速度 ‘ 。 一丫于于石不歹
下面我们将就物理量的空间分布随时间的

变化
,

两相介质的抛出量
,

运动的自模拟性等几

个方面进行分析和讨论

物理量的空间分布

从静止区到自由面
,

气相密度 单调 下

降
,

孔隙率 。
、

气相速度 和固相速度 。 ,

单调

上升 各处均有 “
, ,,

而速度差 。 一
。 也

单调上升 这里所表现出来的两相的运动差异

完全可以由它们的惯性差异作出解释
,

各处均

由气相带动固相又受固相的阻滞

超前气体的质量和动量与受扰动的两相介

质总质量和总动量的比值是一个小量 根据早

期自模拟解
,

在极早期
,

质量比和动量比各约为
斗外 及 外 而当时间到了 夕

,

两者下降

到各约为 多及 多 以后则继续下降 可

见
,

这两个数值并不大
,

在某些问题中
,

超前气

体所起的实际作用也是可以忽略的 如果化到

有量纲系统
,

若取 等于
,

这时的

自由面已运动了 倍粒径的距离

扰动区内的质量分布在超前气体区内可以

直接用气相密度 、分布来描写 在两相区内可

以下式定义的介质密度 户 的分布来描写
,

即有

一 “ 、 一 。

可见
,

密度在未扰区为
,

在 二 处为 夕一
,

而在 一 。到固相前沿截 面之 间 的区 域

内
,

密度的变化比较急剧
,

在前沿截面处降到

一
,

在气相区内密度则更小了 这说明

一 一 一 一
才

一一 一 一 山 一 一一 一一一

目

一
门 ‘

一
目 , 叫 , ‘

一
,

厂
一 一 一 一

图 数值解诸量的空间分布

—
户‘ ,

—
,

—
拟‘ ,

,

仓

几 一二 图

斗

—
“

‘ ￡ ,

。 ,
叮

。 一二 图 未扰动区
, 两相

流动区 , 超前气体区 , 勺真空区

作膨胀运动的介质的质量分布大体上可分为前稀后密两个区
,

而从稀变密的过渡是相当

急剧的 参见图
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图

一 一 一
,

,

数值解的密度及质量分数分布图

一一混相密度 沉 一一质量分数 口

运动的自模拟性

图 了给出在早期
、 , 一 的过渡期及晚期

“ 、 、 八 、 和
、
随 , 变化的曲线 图 给出 了两

个 组 合量 一 。 “ 十 。 声 及 一 。 “圣斗

印 。乡 如 在 早期 和 , 一 两个时亥

随 , 变化的曲线 这两个量具有一定的物理意

义
,

前者代表两相介质的质量流
,

后者代表冲 吸

流

、 由图可见
,

在两相区内
,

不同时刻的 “
、 、 ·

,
·

一 。 。 。。、。 、 及 一 圣 。 。乡 、 。芬

四个量几乎各自重合成一条曲线 而 。
、

和 。
、

的

早期解与晚期解不重合
,

随时间增
一

长
, “ 渐降而

一 刀 一

图 诸物理川遮 , 的分布

叉曰 早期渐近解 与 二 的过渡期数值解 句 一 盯
工

— —
￡

—
、
一

峥

的过渡期数值解与晚期渐近解
一了了

一 一 一 一

八

图 质量流与冲量流随 二 的分布

一 ￡ , ,

毖 ￡ ‘“层 户孟 石 一 。 ‘, 石 。

一一 斗

—
二 丁
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、

气两相介质一维膨胀运动

。 渐升
,

两者均逼近晚期渐近解

从图 夕
、

看
,

在两相区内
,

过渡期数值解的 。
、 , 、 一

,

印 “
, 和 一 。 。圣

印声丢十 污 在两相区与极早期解
、

晚期解都非常接近
,

基本遵从同样的自模拟规律
。 及

了

则明显偏离自模拟解 在 , 时
, “ 一 “户 “ 、 斗

,

到了 了一 时
,

“ , 一 姚 。、 、 。 而晚期解有 “
。 “ ,

一 “
,

恰好介于数值解的 。
。
与 。

,

之间
,

这时固

相前沿移动了约 倍粒径的距离 由此可知
,

过渡期的持续时间很短
,

估计当 了
,

便可认为两相流已渐近达到晚期解所表示的状态 至于过渡期各量的空间分布
,

在缺乏

作数值计算的条件时
,

也可以近似地采用晚期解作初步估计
,

只是速度的误差要大一些

两相介质的抛出量

计算两相介质自初始界面位置 处的抛出量有一定实用意义 数值结果表明
,

在 一 。处单位截面积抛出质量 与抛出动量 都随时间 君 线性增长 根据上面关于自

模拟性的讨论
,

可以近似认为在 一 。处 。
、 、

一 。
,

印
、 。

及 一 。

印户丢 庵 均为常量
,

其表达式可由晚期渐近解确定
,

于是可推导出 。处抛出

量的有量纲表达式
,

即为

十 歹
,

一 丫乒

寸于丽
,

了 ,

当 。。一 时
,

对 一 丫于万厢
, , 。 一 丫

关于“光顺 ”措施及质量分数为常数的近似假设的合理性

我们把早期自模拟解当作数值计算的初始值 计算结果表明 随着时间的增长
,

运

动恰好逼近用摄动法求得的晚期自模拟解 数值法和解析法
,

殊途同归
,

互相印证了数值

解 包括对数值振荡所采取的措施 和晚期解 包括质量分数为常数的假设 是合理可靠

的

在求晚期渐近解时我们曾采用了质量分数 , 一 一一一竺￡旦

一
的近似条件

现在考察数值计算得到的 “ 分布的实际情况 图 中虚线是数值计算的 叮 分布 , 一

时 在固相前沿附近稍稍偏离 , 一 砂 一 , 时的数值结果
,

与 , 一 。”一

几乎重合 这说明在膨胀全过程中 。 等于常数都不失为很好的近似

在数值计算中
,

为消除 一 。附近的数值振荡
,

采用了所谓
“
光顺 ”措施 它是否能保

证数值解收敛于原方程的解
,

并没有给出证明 但是
,

数值解逐渐趋近晚期自模拟解这个

事实说明了
“

光顺 ”措施是可行的

七
、

结 论

求得了早期渐近解 早期的膨胀运动是自模的
,

气相速度大于固相速度
,

并在两相

区前出现一个超前气相区
,

超前气体的质量和动量均是小量

求得了过渡期的数值解 气相加速固相而又被阻滞
,

两相速度渐趋一致
,

最终趋于



学 受 报 , 年 第 卷

一个极限状态 在这期间
,

超前气体量占运动介质总量的比值进一步减少
,

质量的空间分

布基本可分为前稀后密两区而其过渡相当急剧

求得了晚期渐近解
,

它是自模的
,

且正是过渡期数值解的极限
,

此时两相趋于 司速

为消除格式产生的数值振荡
,

给出了一种
一

可行的光顺措施

李荫藩同志介绍了消除数值振荡的方法
,

李红军
、

王小好同志参加了部分计算工作

上机时得到林如山
、

刘德金
、

王侗等同志的热情支持
,
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