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提要 本文基于胡海昌一鸳津久一郎广义杂交变分原理建立了一种三角形变厚度薄板
、

壳

广义杂交元 给出提高杂交元实施效率的一种可能途径 这类单元与其他类型的杂交模型相

比
,

精度高且能较好地避免矩阵求逆运算 , 具有较好的实用性 单元刚度矩阵常常给出显式 ,

用于直接刚度法程序很方便

本文还进一步指出 ,

各种杂交模型都可以看成是一种广义直接刚度法

一
、

前
一

言

杂交模型在发展有限元理论和提高单元性能方面都取得了较大的成功
,

尤其是在保

证薄板
、

壳单元的协调要求及描述单元的刚体运动模式上
,

与基于假定单元函数的位移模

型相比更为突出

但是
,

目前杂交元的应用仍不够广泛
,

其原因在于
,

杂交变分所允许的变量多
,

选择比

较自由
,

处理不好容易出现错误
,

更为重要的是形成单元刚度矩阵时需要矩阵求逆运算
,

造成计算量过大
,

也就是说
,

杂交元在实施上还有一定的不足之处

以往对杂交元的研究多基于修正的余能原理
,

修正的势能原理或修正的 原

理
,

而对广义杂交元研究的甚少

我们研究广义杂交元的 目的在于
,

统一现有的各种杂交元和协调元
,

给出一个统一的

广义直接刚度法 在此基础上充分发挥广义杂交元变量多
,

无约束的特点
,

提高杂交元的

实施效率

变厚度薄板
,

壳分析是工程中常见的又相当困难的问题 用已有的杂交元解决此类

间题时
,

对于变厚度薄板单元
,

通常用单元的平均厚度代替变化的厚度 对于任意薄壳
,

通常用浅壳代替深壳 这些都相当于对单元几何描述做了简化
,

由此带来的误差是不可

忽视的 用已有的杂交元消除这些误差必然要花费很大代价
,

因此
,

很少见到效率高的变

厚度薄板
、

壳杂交单元

这里
,

我们用胡海昌一
鸳津久一郎杂交变分原理建立三角形变厚度薄板

、

壳单元
,

不但

精度高而且计算效率也大大地被提高

本文的工作表明
,

对胡海昌
一
鸳津久一郎变分原理的研究

,

不仅限于理论上
,

而且可用

于提高有限元的实施效果

本文于 年 月 日收到
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二
、

广义直接刚度法

关于胡海昌
一
鹭津久一郎杂交变分原理及广义杂交模型可参见文 本节是把广义

杂交元做为一种广义直接刚度法统一各种杂交元和基于单元位移模式的直接刚度法

建立广义杂交元需要在单元内假定

一 那
则 一 口

, 。 一 八阮
,

应一 矛勺艾
,

云 一 了

其中
, 口 , 。 , ,

舀
, 口 分别为单元的应力

,

应变
,

边界力
,

单元内位移
,

单元边界位移向量
,

,
, ,

为对应的插值函数矩阵
,

其中
,

尸 与 相关 。 和 夕为单元内独立参

数
,

为单元的节点参数
,

《 丫
,

《 了
’

,

《 为单元内部 自由度 是独立的拉格朗 日乘

子
,

当无内部自由度时
,

绒 一 了
,

由此
,

可根据胡海昌
一

鸳津久一郎杂交变分原理建立广义杂交元的单元刚度矩阵
‘ ,

并且可以由此直接退化出各种杂交模型 为了便于比较
,

现列表 如下

表

插值函数 插 值 函 数 结 果
、

卢结果一一门一一一万下一下甲一 —
一一产一一下一

——企燮二三止习兰习三上一二阵翌竺竺立 一二缨翌二生一
广义杂交元 】 那 拘了

“ 一‘

泛 一 哟
一 ‘

二
’ 一 , 一 贾

杂交应力元 ’
【

那 邢 助
‘

’尸 丫
‘

创伽
‘

杂交位移元 旅 即 凡 乙丫 从刀 了 十 评尸伽飞 十 了
丁 十 一 ’

伽
‘

广义杂交应力元 一

邢 那 肠 矿 尸片 一 ‘ 一 牡 创 一 时

广义杂交应变元 介了 “ ‘

万 一‘ 一 一 ’

“ 一 ’ 一 “

表中假定 和 夕的参数个数相同 其中

一 、 ·。‘ ,

一 、 了

‘ 一 、 , 一 “
,

一 少
。、 飞‘, ,

‘ 一 。,

。
其中

, 。

为单元面积
, 。

为单元边界
,

石 为弹性常数矩阵
,

是 经平衡方程的算子

运算求得的函数矩阵
,

显然
,

当假定的单元应力 口 满足齐次平衡方程时 一

很容易看出
,

将表中的单元离散应变代人系统总势能可以得到与广义变分原理相同

的结果 因此
,

我们可以将表中的单元离散应变记为 一 石勺至
,

这里的 相当于直接刚

度法中的应变矩阵
,

因此说
,

杂交模型实际上是一种广义直接刚度法 值得注意的是一种

简化杂交元
,

即在杂交位移模型中令 。 八阮 不属于此例

直接刚度法是广义直接刚度法的特例 广义直接刚度法是通过广义变分原 理 建 立

刀 矩阵
,

而不是象直接刚度法那样
,

由假定单元位移函数直接求得 从形式上看广义直接

刚度法相当于对 矩阵做了分解
,

是函数矩阵
,

而
, ,

是数值矩阵
,

这为完成

积分运算

将会带来方便
,

一
, 。

一
“
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在假定的
, 。 ,

应 和 找满足一定相称条件下
,

假定的应变 。 ,

在单元内可以有协调或

平衡约束
,

也可以完全无约束
,

在单元间则无协调要求 当假定的 ‘ 满足协调方程时
,

就

一定可以找到一个单元函数与之对应
,

我们可以把这类杂交元称之为不协调元 对应一个

不协调的单元函数 如果对应一个协调的单元函数
,

则得到协调元 可见
,

杂交位移模

型必然对应一个单元函数 当假定的单元应变不满足协调方程时
,

就不一定能找到一个

单元函数与之对应
,

但是
,

却是一种直接刚度法 当假定的 满足平衡方程时
,

可使杂交

元的列式得到一些简化
,

除了杂交位移元外
,

这种简化常常因为无法避免矩阵求逆运算增

加计算工作量

由表 中可以看出
,

提高杂交元的计算效率在于避免对矩阵的求逆运算 对于广义

杂交元
,

由于 尸 和 的选择比较任意
,

因此
,

避免矩阵 的求逆运算很容易办到
,

而对于

其他各种类型的杂交元
,

由于 和 的选择受到限制
,

如平衡
,

协调或应力
、

应变关系等
,

往往造成很难避免求逆运算 这一点
,

在建立变厚度薄板
、

壳单元时尤为突出 对于杂交

位移模型
,

如果取平衡应力场
,

则 一
,

用于建立变厚度薄板单元很有效
,

但是建立

薄壳单元
,

由于选择平衡应力场很困难
,

因此
,

应用也不方便

广义直接刚度法与 目前流行的位移模型相比
,

它一方面可以提高单元的精度
,

一方面

可以给出更有效的计算格式 这一点将用下面的具体单元说明

三
、

变厚度三角形薄板单元

每个角点选择一个挠度和二个转角为未知数的九参数等厚度三角形薄板单元
,

应用

比较方便
,

其中杂交模型的精度及计算效率都比较理想
,

研究这个单元的文章很多
,

其中

计算格式处理的比较好的可参见文献
,

为建立变厚度薄板单元
,

在单元内假定
,

内力为

乙

乙

夕尸一一

、

,,八风⋯热、‘,
一,、卜少分了、

一口

应变为

口“阳

口

口 阳

口 “

己 阳

口

, , ,

为面积座标 边界位移 硒 为三次插值函数
,

其法向导数 硒

性插值
,

并用 自然座标表示
,

在
一

边上
为线

一一

、气产
尹

俩队
了

卜以
飞几

一一

、少飞叻

一一召

、、了万少
︸岁一,︸夕一月刹一乃别一犷甘夕一一

一一
了、、

一一
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二
,

,

乙 乙 ,

一

一

旦乙 乙

乙

乙孟 乙

一 一

, 乙

留留洲川厂

一 一 ”

一
一

,叮亡

一‘一 不夕

卿 一 即 ,

月片

其中
,

为边长
,

,

一 一 二
,

一 二

, 是边长的座标 一
, ,

。 为 一 边的外法线方

向余弦

由 可求得单元的 边上的边界力

叭叹蛛

、、户衬

飞苦浮

一

一
一一 一 门

劣

尹

一 ,刀

。头
阴

。一勿

。

。 ,

口
。

一 阴

,

口
‘ 一一 — 刀

了‘,,、

一一

口

一
阴

阴

口

口夕

立达柳
。一沁阴立她阴

瓦一沁

一 观

一

鱼

一 脚 一 阴 。

州

阴 ,

阴

阴

柳

△ △

、‘少

几八⋯热
‘‘,

廿 、

一 一 。 ,

阴

一 , ’

柳

, 一 , ,

兹
一‘ ‘ , , 六

一‘ 占柳 , 云
一‘ ‘份 ,

夕

其中 一 一
,

一 一
, , , , ‘ ,

由下标按 轮换求得
, 、 一

,
△

为三角形面积

由此可求得
,

一 丁
,

经下标

一
轮换可求得 叹

,

而

一 艺

可以推出显式
,

其中 个系数可以用其中九项通过下标交换得到

一 、 ”
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变厚度板的厚度可按线性插值

, , 一 艺
、 ,

其中
, , 为单元节点厚度 的计算可以方便地用七点数值积分求得精确值

由此得单元刚度矩阵为
‘

一 一‘ 一

其中
,

「
一‘ 一 对称

一 一

一
一△

一一

如果用杂交应力元或广义杂交应力 应变 元则不可避免的要进行对 鱿 或 的求逆 这

时
,

为了便于计算
,

常常用单元的形心厚度代替板厚
,

化为等厚度单元计算 这样
,

虽然可

以避免求逆运算
,

但是却降低了单元的精度

四
、

变厚度三角形薄壳单元 深壳单元

一个好的薄壳单元应当具有如下条件

能较好的拟合壳体曲面

基于较严格的壳体理论并使单元间协调能得到保证

具有描述刚体模式的能力

此外
,

还应当能适应各种边界形状
,

节点参数尽可能少
,

适用于直接刚度法程序等

建立一个理想的薄壳单元并非容易
,

现有的杂交模型仍有一些不足之处
,

从前面变厚

度薄板单元可以看出
,

对于复杂的单元
,

增加泛函中允许变量的数 目
,

可以使复杂的问题

得到合理的处理 建立薄壳单元有必要研究广义杂交元

任意薄壳单元 任意薄壳的应变 的分量为

,一凡劲计副
夕

口
卜

— —
。 竺兰

。

九产 号影劲 昔
口 生 亚 二、 上 塑

、 “ 。

口夕

立 上
夕

,

一

会
一
六鬃专豁

一凡枷︼即

了口 留
‘ — —

几

—
, 里 己 口夕

留

口 “

“一厅

孤。一。

恰一
一

一一



, 牛 年 第 工

色
一

卜

戳合豁
影专瓮

熟
势

曲面面积元素为 夕 其中
, 。 ,

月为壳体曲面主曲率座标
,

式中曲面拉梅系数 刀 ,

及曲面曲率
“ , , 都可以是

,

夕的函数

对于简单的变厚度三角形单元
,

每个角点可选用三个方向位移和二个转角为未知数

十五个参数单元
,

为了避免求逆运算可假设

。 。 二 ,

口 一 —厂
, 石 一 口

一 刁

村

月工
卫、,石

一一一一

刁

式一一

村
厂‘

︷△
一一

一
,

对称

吞 为用 “ ,

夕座标计算的单元面积
,

△一 生
,

夕
、 一 召

, 。 、

万
, ,

矩阵通常很难求得显式
,

可用数值积分完成

一 、 丁 “ “
·

变厚度薄壳的单元厚度可用节点厚度线性插值 和 矩阵的计算要涉及壳体的边界

力的表达式及壳体平衡方程 也可以直接用拟协调元方法推出
,

关于拟协调元与杂交元

的关系可见文献〔
,

汇 可以证明
,

二 注 ·““ 一 一 ,。一

这相当于拟协调元中对应变的离散 即
,

厂
、

工 一 ,

厂 口左 留 、
,,

〕、 厉
“ ·“ ”“““拼一 岁

。

万
“ · ‘ 宁 。。

、丽 石压
沙 甲 兀

“ “ 户
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。
声一

肠互亚
, 。

十
月 件

八 一

— —
“

—留 “

邝

产口,

汪

即

手
。、

,

石

而
, 万 可

”。
厂厂 「

了 十 一飞干

“

、 ,

八、
,

厂 , 汉 、
,

厂 八 “

入 — — — 】况尹 一

卞 一一一 吸

— —
名夕 — — — ,

—。 厂 夕 左 么

即 尹 。

。

浪盲」哪
翻一即,瓦︷甲

其中 肇
,

夔 再代人 蔡
,

乒 表示 式中
, , ,

葵 为边界公共位移
, “ , 。 ,

。
‘

即
’ ‘ ’ 一 ‘ 一

。。 一

。,

一
、 ‘ 一 ’ ‘ 一 ‘ 一

。。 一
’

一
’

一
’ ‘ ’

一
’

一 ‘

一
。 ,

必 为单元内无协调要求的单元函数

对于 巧 参数三角形单元
, 硒 用三次插值

, 在
,

莎用线性插值
, 必 用至少完备到二次函

数插值 是不完备的三次函数
, 。 , , , 留 为线性插值 式的右边 由数值积分完成

,

其

重积分对应平衡方程
,

当 满足平衡条件时 壳体平衡方程比较复杂
,

选择满足

平衡方程的 比较困难
,

通常 不为零

对于某些特殊形状的壳体
,

如双曲扁壳
,

圆柱壳
,

球壳
,

迥转壳等
,

计算 一 矩

阵将会得到相当的简化
,

甚至能推出显式 下面给 出扁壳和圆柱壳的例子

扁壳单元 文献 〔 给出一种等厚双曲扁壳单元
,

为了提高计算效率
,

并统一计算

格式
,

下面按面积座标推出变厚度薄双曲扁壳单元

’

巨
双曲扁壳的应变为

夕 留 “ ,

,

一
一一一 月一 一

,

州 一 —
十

‘

—夕
一 ‘

口 才

,一“一一口
︸

川 刃

” 一 一石弃
’ 尤 一

一 丝生

和任意壳单元一样
,

对于 参数单元可假定单元的内力和应变都为线性且用面积坐标表

示
,

得单元刚度阵
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巴

一 一 一 ‘

月
一 了 一

其中
一 ,

与前面任意壳相同
,

只是这里的 △是用 封 坐标表示的三角形单元面积 矩

阵的计算
,

对于变厚度壳可用数值积分完成
,

对于等厚度壳可以推出显式 一 矩

阵为

一 一

日
其中 与薄板的 一 相同

,

一 当
”

一 , , “ 习 , 。 , 。 , 阳 , , 州 , 留 , 留 二 , , ‘。二 , 州 。 , 阳 , 留 。, 酬 时
,

为军

,

一,

一一

二 。,

勺份︸一凡一凡。一凡一凡。一凡一凡。,,

△一
一

△ 一 粤
一

二 ,, , ,

一 , ,

匕

该单元的计算效率很高
,

精度也较高并能保证单元的刚体位移模式
,

关于等厚度扁壳

的计算结果可见文献至 〕

回柱壳单元 文献 仁 建立了矩形圆柱壳单元
,

为了便于计算复杂边界形状的壳

体现推导 巧 参数三角形 圆柱壳单元 圆柱壳的应变分量为

口“
,

、 夕

艺 ,

— —
月尸 阳 , 尺

一 一二一 , , 、,

一 —艺 刀 尺

了
, 。 口

一

礼 一 一 而 万 蕊 一 石甲 ,

却 一
八 口仪

习
尸

旦丝竺
‘

芦
‘

嚼
十

翻
、。夕

一瑟‘蒜
一

铆

月

巨
假定的单元应变与内力与任意壳一样

,

则
一 ‘

相同
,

其中
, △为用

,

夕表示的单元面

。一 , 了 “ ‘·‘“
,

对变厚度壳体可用数值积分完成
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用一个简单的悬臂薄板结构说明变厚度薄板广义杂交元的效果 弹性常数 一

吸 , , 那 一 计算结果表明
,

变厚度广义杂交元与变厚度杂交应力元的精度相当
,

保持了杂交元精度高的长处
,

计算速度却得到提高 另一方面与等效厚度杂交应力元相

比
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计算速度相当
,

但却提高了精度
,

因此
,

广义杂交元用于变厚度薄板计算
,

具有精度高
,

计算速度快的优点
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