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单重和双重孔隙介质二相二维渗流的

一个新的数值模拟方法

刘 明 新 陈 钟 祥
石油勘探开发科学研究院

提要 本文给出的方法克服了通常数值模拟方法中出现的数值弥散现象 在 求 解过 程

中
,

用有限元法求解流函数场和沿流线推进饱和度是交替进行的 由于采用流线做为变网格

有限元法的网格线 ,

不仅避免了频繁的二维插值 ,

而且简化了划流线和改变网格的工作

一
、

引 言

在双重孔隙介质二相二维渗流问题的数值模拟方面
,

自 年代以来
,

已经有一些作

者做了工作
一 , 这些工作基本上是建立在通常的数值模拟方法的基础上的

,

用差分法或

有限元法直接求解反映各相压力分布的偏微分方程组 当含水饱和度的分布具有强间断

时
,

通常的数值模拟方法由于存在数值弥散现象而不能给出油水前缘的准确位置和形状

对于单重孔隙介质情形
,

年 和 王 曾提出了克服数值弥 散 的 流

管算法 盯 其后
,

陈钟祥团和 等〔‘ ,先后引人变流管的算祛
,

在饱和度推进过程中不

断重新确定流管的分布和形状 年
,

文献 〔 中建立了某些理论关系并提出沿流线

推进饱和度的电模拟方法
,

用流线代替流管
,

从而使饱和度的推进 由更严格的理论公式确

定 最近
,

文献 又据此作出了建立一类能克服数值弥散的数值模拟方法的尝试

本文的 目的
,

是在双重孔隙介质平面二相渗流方面给出一种能克服数值弥散的模拟

方法 文中采用文献 中提出的双重孔隙介质中二相驱替的理论模型 该模型导出的

饱和度推进方程具有同
一

方程类似的形式
,

只是多了一个依赖于水淹历史

的吸渗项 当该吸渗项为零时
,

方程退化为单重孔隙介质情形 双重孔隙介质情形 由于

吸渗作用的出现
,

使无论流管算法还是流线算法都遇到困难 为了计算吸渗项及其对饱

和度推进的影响
,

如果采用固定的有限元或差分网格
,

则必须在它们和变动的流线网之间

进行频繁的二维插值计算 从而使程序复杂化并增加计算量 为了克服这一困难
,

本文

引人变网格的有限元法求解流函数场 网格的变动是通过让流线始终做为有限元网格的

网线来实现的 由于有限元网格与流线网已融为一体
,

上述做法不仅避免了二维插值而

且使划流线和改变网格变得简单易行

二
、

基 本 方 程 组

采用文献 中提出的裂缝
一

孔隙介质中不互溶不可压缩二相渗流的理论模型 在平

本文于 年 月 日收到 , 曾在 年 月第二届亚洲流体力学会议上宣读
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面情形
,

通过类似文献 的推导
,

问题归结为求解下面的微分方程组
·

左 尸 一

一 一 左甲尸

‘ 。 ,

甲 即 ,
·

价

口
,, 。

中。 一灭一 一 一 留

、

宁附 · ,
, , , 一 、 , 一 , , ·

一
、

一
、·, 、· , , , ,

·

其中

交
, 阴 ,

交
, 。

气 一 —
一厂

—拜“ 拜。

‘。 ,
群 。

左
产。

交留 拼 ‘

左
。

未知量
, 夕 , , , , , , 、 州 , , 、 “ , 。 , 夕 , , 和

。 万 , , , 分别是渗流

速度
、

压强
、

裂缝及岩块系统的含水饱和度和水的吸渗强度 如 为负表示水从裂缝系统吸

人岩块系统 参量
,

力
、

咖
,

力 和 价二 ,

力 分别是裂缝系统的渗透率
、

裂缝系

统及岩块系统的孔隙度 毛, 、

毛
口 、 产。 和 产。

分别是水相及油相的相对渗透率和粘度 及 、

几是与吸渗作用有关的参数 在单重孔隙介质情形
, 留 , 、

价。 、 妙 都不存在
,

式右

端变为零
,

即它化为熟知的
一

方程

饱和度推进方程 可用特征线法求解
,

其对应的特征线方程是

’ 叨一咖
一一

一汤

沿特征线有
“ ,

击 一 雨
‘

从 式可见
,

特征线运动方向与流线重合 为了划流线方便
,

压力方程 定义流函数 。 , 夕 ,

满足仁‘

夕

引人流函数方程以取代

一 以臀
一 犬“

一

豁

况一工“一一口一口,、,

在该定义下
,

式 自动满足 与 比较
,

知 “ 与 模相等
、

方向正交 从而流线

即为 “ 的等值线
,

流速的模为

口

刃

将 代入恒等式

,

其中 , 指向与流线垂直且 。 增加的方向

旦诀兰
口 口 口

即得流函数满足的偏微分方程
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、
, 二

左

方程
、

和 构成了我们要联立求解的方程组
,

和 给出 一旦 和 被求出
,

直接积分即可得出 叻的解

其中
、
甲, 分 由

三
、

在流线上推进饱和度

饱和度 , , 的推进由常微分方程组
、

确定 它可以用解常微分方程组的通

常数值方法求解 然而
,

不同的是
,

的右端函数中含有未知的
, , , ,

它必须

在求解了关于流函数
, , , 的方程 后

,

由 式算出 这样
,

在整个求解过

程中
,

求解偏微分方程 和求解常微分方程组
、

是交替进行的 给定

了
,

时刻的饱和度分布 孔 , 二 , , , , ,

即确定了 中的参数 互凡
,

从而 可 求 解

得到流函数场 据此可划出流线
,

并由 算出
, ,

刀 在一个很小的时

间步长 △‘ 一 ‘ 、
一

。

内
,

视 “ , , , 为不变的
,

对方程
、

进行数值积分
,

即可得到 , 。

时刻的特征线位置及特征线上的饱和度 从而又确定了 八 、
时刻的饱和

度分布 凡 , , 夕 , 。 ,

于是
,

又可开始新的一步

为了计算方便
,

引人曲线坐标 份
,

其中 “ 是流函数值
,

在流线上为常量
,

舀是在

流线上的弧长 设 氛 “ , , , 与 又 “ , ,

分别是第 根特征线在第 根流线上的 位 置

的 今坐标及其上的饱和度值
,

则在 仗
, “ 坐标下

,

方程
、

具体化为

弋皿 一

徽“ , ,

杏、, “ , , ,

, , ,

一 生 , 留 畜、 , 。 , , ,

申

当采用二阶预估一
校正方法求解常微分方程组

、 ,

并用梯形积分公式计算积分

时
,

截断误差为 △, ,

量级〔‘。, 在单重孔隙介质情形
, 今留 , 夕 ,

二
,

由
,

在特征线上 即 , 为常量
,

故只需求解

在双重孔隙介质二相驱替情形
,

当推进前缘具有饱和度的强间断时
,

由于此时前缘饱

和度可能随时间而变化
,

所以需要加人一个确定前缘位置的方程 参照文献
,

对每根

流线应有如下质量守恒关系成立

“ “ · , , · 二 才。 , · , 、。 , 才。 , · 、。

一

翼之
‘’ , , 叻,〔留 , 。

, 厂。十 一 。 , , , 。

十 中, 留 , , ,

一 二二 夸
, , ,

舀

其中 杏, 是前缘位置的 爹坐标
,

是包围该流线的某一微元流管的横截面积 由于流速与

流管横截面积成反比
,

故 式可化简为
‘” ‘ 留 杏 , 。 , 了 、

云厂 ‘ , 一

七 “ ,

参
,

价 , 参
, ,

一 即 夸
, , ,

币 〔 互
, , ,

一 留 。 夸
, 。

‘夸
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该式就是确定前缘位置的方程
,

具体应用时采用梯形积分公式进行数值计算
,

四
、

流函数方程的有限元解法

对于给定的参数 受 又讨 , , , , ,

流函数方程 是典型的椭圆型偏微分方程

考虑到有限元法比差分法网格剖分更灵活
,

从而有利于减少边界特别是井壁附近的近似

误差
,

我们采用三角域上的线性插值函数的有限元法来求解 采用较低次的插值

函数可以直接导出最终的类似差分格式的有限元方程
,

其系数中不包含数值积分
,

从而使

建立方程的计算量减少 另外
,

在同样的计算量下
,

低次有限元的单元划分较细
,

有利于克

服 交 、
户 的不连续性造成的误差

把求解区域 进行三角形单元剖分
,

三角形的顶点是网格节点 在每个单元内
,

用线

性插值函数逼近 城
, , 。

, 〕
, , , ”

一
, , 夕 、 。 , , 夕 , , , , 夕 , , ,

其中 均
,

力 是
二 ,

的线性函数
,

在 点取值为
,

在
、

友点取值为 乌
,

亦类

似
, ,

交是三角形三个顶点的节点编号
, , ,

受为逆时针顺序 阶
。

是
。

时刻

点的 值 按照 概念
,

取插值函数 , ,

户 一
, 了,

幻 作为权函数
,

可获得

方程 的有限元形式

一御
。

赫万 口乙 十 鱼
口

孤一头

其中 是 的边界
,

李
刀

,

亡 口“

一 日
、

—
一

一 乙 召
了

左
‘。

是边界上的法向导数 由于在井壁边界上 粤 一 。,

而在流线
作

边界上 “ 为给定常量
,

故 式中的边界积分项在离散化方程中不出现 把表达式 。

代人 中
,

并把其中的面积分局限于第 口 个三角形单元的区域 上时
,

可得到单元刚

度方程组

艺
, , , 。 , , 二

一 。 一 ‘
, , ,

左 ‘斗

州 二 , 八欠

其中
, 。 一 卫

一 , ‘ , 只 斗

· 一

彭翻
戊 是该单元的面积

, ,

量
,

指向逆时针方向

尝、是三个顶点上 今、值的平均
, , 是 , 点所对边的边 长矢

欠
己 入代

当把所有单元的单元刚度方程组中关于同一个节点的方程都相加

起来
,

即得到最终的有限元方程组
,

三角剖分可这样形成 首先
,

按流线和初始等压线交织成的网格把求解区域剖分为

四边形 然后
,

按图 的方式把每个四边形剖分为两个三角形 为清楚起见
,

图中把四边

形画成矩形 以
,

少 表示位于第 根初始等压线与第 夕根流线的交点的节点编号
,

并

以 每取遍全部流线 增加 的方式安排节点序号 从图 可见
,

含有节点
, ,

即图
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中第 号点的单元共有 个 其中
,

护 表示由节点
, 、 ,

护 和 ,’
,

护

构成的单元
, ,

门 表示由节 点
, 、 ,

护十 和 。
,

构 成 的 单

元 把关于
,

夕 点的各单元刚度方程迭加
,

即

得到关于
,

厂 点的有限元方程的最终形式

口
, , 一 , ,

, 口
, 、一 , ,

口
, “ , ,

,一 ,

, 了 ‘,
, , , 了 ‘,

, 、 , ,
,

, 一 、

口
, 了 , , ,

, 斗

对于节点
,

位于边界的情形
,

只需对落人边

界外的单元置 亡 一 。,

则 式仍成立

由于有限元方程组 具有对称
、

带状和对

角 占优的系数矩阵
,

所以当用直接消去法求解

时
,

只需对上三角部份带内元素施行运算 这样
,

对每个方程
,

我们只需知道
、

夕, 、

口
,

和 口, 这

用对称性可证

口

‘一

袱袱袱入入
丫丫丫谈谈一

图

个系数 另外
,

由系数的具体形式并利

、 ,

一 一
, ‘ 一

,

十
,

一
, ,

玄
, ,

因此
,

实际只需给出三个系数的表达式
,

即

、,少

。
, ‘,

,

一令
·〔‘一 ‘, ,“’ ‘一 ‘,

, ‘ ,
· 、

一
‘,

, ,

。 ,

夕
,

〔
, , · ,

〔
,

一

一
· ,

一

,

一
· ,

。

一 生
,

一 , ,

一
· ,

一

,

夕
, · ,

其中 。〔公
,

是 , 在单元
,

上的值
, 、 ,

和
,

分别是由
,

点到
,

点
,

由
,

点到 十
,

点和由
,

点到
,

点

的矢径

采用以上方法求解方程
,

每建立一个节点的方程
,

主要计算量只是按 式求

出 个系数 其建立方程和求解方程所需的计算量都同 点差分格式相当

五
、

网格与流线的变动

方程 中的参量 交 与 有关
,

而 的值是在流线 上 由方 程
、

确定的 另一方面
,

方程 中的 知 值则依赖于固定点的 凡 , 值的历史 因此
,

如

果采用固定网格的有限元法求解
,

势必导致在固定的有限元网格与变动的流线网

之间进行频繁的二维插值计算 这种插值需要寻址等复杂运算
,

将使程序复杂化并增加

计算量 为克服这个困难
,

我们采用变网格的有限元法求解 有限元网格线由初

始等压线与流线交织成的四边形 网格再对角剖分而成 在求解过程中
,

初始等压线始终
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保持不动
,

而流线则每经过相应的时间步后做一次改变 由于流线已成为有限 元 网 格

的组成部份
,

沿流线推进饱和度也就是沿有限元网格线推进饱和度
,

因此避免了二维插

值

由于初始等压线保持不动
,

因此
,

流线的改变也可以看成是流线与初始等压线交点在

该初始等压线上的移动 此交点坐标 尹
, 夕勺 的新值由下式确定

半
, “ — “ ‘ 、

一 几 下

—
又义

一 勺 飞
“ ‘ 一 “ ·

半
不‘

— 邵 理 ,

, 不 一
二

十

—
为 一

‘ 少

“ 一 “ 奋

”其中 “ 是表征该流线的 、 值
, 、

是初始等压线上相邻的两个节点
,

且 介于 “ 。

与 、

之间
, “ ‘ 、 占 是求解 获得的节点 “ 值 由于流线与初始等压线的交点也即是有限

元网格的节点
,

因此 式同时确定了新流线和新的有限元网格 从上面我们看到
,

采

用上述变网格方法
,

不仅没有因确定网点坐标而增加额外的计算量
,

而且使划流线变得相

当简单 新节点处的 知 值亦由类似 , 的公式确定 特征线在新流线上的位置
,

可化

为求新流线与特征线的交点问题
,

而用类似的办法求出 新节点处的 值则是利用

式
,

把微商用差商近似而求出

初始时刻的流线分布可 由一个预先给定的粗略的流线位置
,

反复求解 并利甩
,

使之修正为较精确的流线 初始等压线可与初始流线同时形成 流线上各节点的

压强值由积分 式得到
尸 “犷

一
, 一 ” “

,

一 , 一
‘ 占

, 。 ,

犬 互
,

友 。 ,

其中 杏‘ ,

氛
,

是流线上两相邻节点的 登坐标 反复利用 和类似 的公式
,

即可

把粗略的等压线修正为较精确的等压线

六
、

算 例

我们就均质地层中的五点注采井网在保持注人量恒等的情形下作示例性计算 引人

如下定义的无量纲参数
一

’ 价 币。
一

一一
一一

一一
一

小 币
,。

口

五 币 币
。

沙
,

几 一

—
一二丁一 一 一 几 ,

牙

口一 价, 十 价。 , 杯。 一 丛
那

其中 是井网单元的边长
, 五是地层厚度

,

是注入量 对于单重孔隙介质情形
,

在上述

定义中应令 币。 一 计算时
,

取无量纲井半径 几 一
,

取 有 一
,

价一
,

双
,

又 、, 万, 一 相对渗透率曲线取为 友
, , 一 乙

,

左
, 。

一 一 , , ,

有

限元网格 由 根流线
,

根初始等压线构成 油水前缘从注水井到达生产井约经过

个时间步长

在单重孔隙介质情形
,

若假定流函数场始终不变
,

则可得出渗流速度的解析表达式
,
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了 万
数值解

一一一一一

你币

袂袂袂卜 、 万一 , 数值解解

一一

卜卜
、、、

卜卜刃刃刃
、、口口口

伙伙伙

发发发发
窦窦窦窦
篷篷篷篷
获获获获
月月月月

长灼

司司、‘几‘性

叭冲闪

享姜车美吕︸月

图

用很小的时间步长对 式积分
,

即可得出近似解析解 图 和图 给出了用本文提出

的方法算得的解同上述近似解析解的对比 图 给出了前缘推进的对比 图 给出了生

产井刚见水时地层中饱和度分布的对比 关于生产井见水的时间
,

近似解析解给出 万一
,

数值模拟解算得 万一
,

相对误差小于 多 图 给出了单重孔隙介质情形

的计算结果 其对角线以上部份给出了前缘的推进
,

对角线以下部份给出了前 缘 到 达

生产井时的流线分布和饱和度分布 图 则给出了双重孔隙介质情形下相应的 计 算 结

果

歹

公 。
‘

牙
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如如如

一一一一月巴全含卜 一 石泛三壑岌岌
『 尸 曰州 曰 叫卜 一 一 , , 侧侧

,

于

七
、

结 论

本文提供了模拟单重和双重孔隙介质不互溶不可压缩平面二相渗流的一个新的数

值方法 该方法的特点是利用变网格的有限元法求解流函数场和沿流线推进饱和度交替

进行

通常的数值模拟方法需要联立或交替求解反映各相压力的两个偏微分方程 木文

的方法把问题化为交替求解一个关于流函数的偏微分方程和一个关于饱和度推进的常微

分方程组
,

因此减少了计算量

本文的方法能清晰准确地给出饱和度
,

特别是油水前缘的推进形态
,

克服 了通常数

值模拟中的数值弥散现象
斗 本文采用把流线与有限元网格融为一体的变网格的有限元法

,

不仅避免了频繁的

二维插值而且也简化了划流线与改变网格的工作

算例表明
,

在所给定的网格剖分和时间步长情形
,

解的形态和精度都已达到了满 含

的程度
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