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四元数矩阵的乘法及其可易性
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提要 本文讨论了四元数矩阵的乘法运算 ,

得出了四元数矩阵乘法可易性的一般规则 并

用此法方便地证明了刚体的有限转动定理
,

进行了刚体有限转动的合成 文中提出的方法发

展了文献 门 的结论
,

在捷联式姿态计算中具有很大的实用价值

一
、

引 言

在四元数理论中
,

四元数的乘法运算 占据特殊的位置
,

起着关键作用 由于四元数乘

法巧妙而成功地解决了刚体有限转动的合成问题
,

因而使得四元数方法在刚体定位
、

惯性

导航中获得了广泛而有效的应用

四元数的乘法运算以四元数单位数的 自乘
一

与交乘规则为基础
,

其方法可以归纳为下

列三种

四元数矢量式乘法 即将四元数表为矢量或解析形式然后进行乘法运算

四元数复数式乘法 即将四元数表为指数或复数形式然后进行乘法运算
四元数矩阵式乘法 即将四元数表为矩阵形式

又。 ,

几 几。, 孟 , 几 , 几
,

然后进行特定的乘法运算
,

式 中 七 ’
, , ,

即四元数矩阵的元素
,

它们都是实

数

在四元数诸种乘法 中
,

四元数矩阵乘法具有很大的优越性 由于四元数矩阵乘法的

可易性
,

可以方便地将相乘的因子中任何一个移至最后
,

亦即可将任何一个因子与其它因

子隔离 它的实用意义在于 在捷联式惯导系统中
,

此法可以将不服从乘法交换律的各

个连续的有限转动改变其相乘的次序
,

以使变化最快的分转动隔离出来
,

而将不变化或变

化较慢的诸转动用方阵形式在 电子计算机中加以存储

本文专门研究四元数矩阵的乘法及其可易性
,

得出了任意多个连续的有限转动的合

成及其可易性的一般规则 文中提出的方法发展了 在文献〔 中的结论
,

比

起文献 【 的方法更为方便和更具有实用价值

二
、

四元数乘积的矩阵形式

我们将两个代表连续的有限转动的四元数表为列矩阵形式

户。 , 户‘ ,

户
,

产 , 宁。 , 叮, , 宁, , 叮, 了
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其乘积四元数代表合成转动
,

也表为列矩阵形式

又。 , 几 , 又 ,

现在讨论四元数矩阵的特定写法 首先用四元数单位数的自乘与交乘规则求得两个

四元数
,

口与乘积四元数 之间各分量的关系式
,

然后将这个关系式写为两种矩阵相乘

的形式
,

其一为

一

争如
一一九和和

,
几,飞︸

流流几
‘孟

一
。

角

一

一

一
。

一

一

或者简记为

其二为

一

,阵﹄几,习﹄
︸门

一

一

一

一

一

一

一
一一

,
‘
沈
‘

沈又几

或者简记为

一

比较式 与
,

便得下列关系式

尸 口

这个关系式表明
,

如将四元数用矩阵表示
,

则其乘法在形式上是可易的

我们来研究四元数矩阵 印 及其第一行一列的元素的三阶子式

如 一 , 户

角 一

一 」

称为矩阵 的矢量子阵 将矢量子阵 约 加以转置
,

便得新的四元数矩阵
十 以及新的矢量子阵为

「 户。 户,

一户

, 一

一户

印 称为 的蜕变矩阵 比较 与
,

式 与
,

可以看出

玛 与 的十 的行列式均等于
,

这意味着两个矩阵都是满秩的 若将其中每

一行或每一列看成四维空间中的一个矢量
,

则构成每个矩阵的四个矢量是线性无关的

与 约 中第一行和第一列均相同
,

这对应于四元数乘积的可逆部分
,

即

标量部分以及标量与矢量相乘部分
,

与 印 的矢量子阵 印 与 约十 则不同
,

后者是前者的变号或转 置
,

这对应于四元数乘积的不可逆部分
,

即矢积部分
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三
、

四元数矩阵乘法的可易性

关系式 表明两个四元数相乘的次序可以颠倒

一

其中 尸 ,

表为列矩阵
,

它们的结构相同 但 玛 是四元数矩阵
,

而 犷 是蜕变矩阵
,

两个方阵结构不同 这种可易性我们称为形式可易

现在研究两个以上四元数的乘法规则 设有三个连续转动四元数
, , ,

其合成

转动四元数可以通过依次应用式 和 而得到
,

对于三个四元数
,

有下列两种结

合形式

取结合式
尸 尸

先将 〔 〕看成一个四元数
,

应用 得

再将 口〕看成两个四元数的乘积
,

应用 与 得

于是得到

取结合式

八 〔口

先将 〔口 看成一个四元数
,

应用 得

〔

再将 看成两个四元数的乘积
,

应用 勺 与 得

口 一

于是得到

一
‘

,

对于四个四元数
,

仍取两种结合形式

一 口 口 材 天

口

一

对 口

对

材

以此类推
,

对于 , 个四元数相乘的情形
,

也只能采用将首尾两个因子各自独立的两种

结合形式
,

因为这种乘法的依据是两个四元数相乘的规则 和 式 由此可见
,

采用四元数矩阵乘法可将相乘因子中任何一个移至最后
,

这样一来
,

就可以将变化最大的
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因子与其它不变化或变化较小的因子相隔离 同时可以得出下列的一般规则

同名矩阵 均带“ ”号或均不带“ ”号 相乘
,

其次序不可改变
,

即
、

若 尸 不
, 又口 , 笋 又口 , 咬 ,

异名矩阵 一带“ ”号一不带“ ”号 相乘
,

其次序可以改变
,

即

口 ,

如前指出
,

这种可易性实质上是形式的
,

也称为条件可易

两个因子相乘有两种形式的结果
,

以后每增加一个因子
,

结果数 目成倍增加
,

亦即

从 。 开始
,

因子数如按等差级数增加
,

公差是 结果数则按等比级数增加
,

公比是
、

斗 任何数 目因子相乘
,

由于只能采用将首尾两个因子各自独立的两种结合形式
,

因此

在结果中首尾两个因子只能分别被隔离一次

蜕变矩阵的出现表示有限转轴的位置已经发生变化
,

它不再代表绕固联于惯性空

间的轴的有限转动
,

而是代表绕经过旋转变换后的动轴的有限转动 但在计算中不须寻

求被变换后新的有限转轴的位置
,

而只须以蜕变矩阵代替对应的四元数矩阵

四
、

四元数矩阵变换算子

设有规范化四元数
,

其共扼四元数为
,

将它作为变换算子
,

对矢量 , 进行变换
,

从 到 ’的变换式为

’ 一 对 十 , 一

式中四元数矩阵 的共扼四元数矩阵

式

及其蜕变矩阵 十
具有下列形

一

之。

一 从

一 又

一肠

几

又。

一丸

又

几

几

又

一七

又

几

又。

一从

又

一丸

又。

又

几

一丸

又

又。

略

尧。

一石

一石

一几

又

又

一人

又。

将 和 代人
,

便得所求的变换式
,

其中变换矩阵为

评 一

十 对一 对 一 又

几, 几 几。又

孟 孟 一 几。之

璧 又又 一 又。又

又孟 又孟一 对一 对

几又 又。又

几几 又。又

之几, 一 。又

端 呢一 对一 端

︸

比

︸︸,

一

这个变换矩阵也可以用四元数其它形式的乘法运算求得
,

但没有四元数矩阵方法简捷直

观
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五
、

有限转动定理的证明

刚体的有限转动定理陈述如下 设刚体绕过定点的相交轴作连续的有限转动
,

其合

成转动的数值与各个连续转动的次序无关 但刚体的最终姿态则与连续转动的次序有关
,

合成转动的转轴位置随连续转动的次序而改变
·

丢”
·

” 用欧拉参数法证明了它
,

但

证法很繁 〔 这里我们用四元数矩阵乘法加以证明

设刚体绕过定点的相交轴作两次连续转动
,

转动四元数用列矩阵表示为
。, 户, , , ,

叮。, 叮, , 宁 , 小

其顺序合成与逆序合成转动分别用顺乘与逆乘四元数表为如下形式
一 又。 , 几 , 又 , 又 , 八

’

一 又孟
, 又孟

, 几二
, 凡二

按四元数矩阵乘法规则
,

得顺序合成转动为
‘

一 口一
一

逆序合成转动为
‘

尸 斗

印
,

约十 的第一行分别乘以列矩阵 夕一 〔,
, 宁 , , 宁 不

,

决定合成转动四元

数
,

’的标量部分
,

它们并不改变
,

即有等式
‘。 一 泞。

一 一 户小 一 一 ‘ ,

于是得出两个合成转动的转角数值相等 ’

合成转动的转轴位置决定于 护 与 约
一

的矢量子阵
,

显然它们是不相同的 亦

即
,

当有限转动的次序改变后
,

刚体的最终姿态亦随之而改变

以上就是有限转动定理的四元数证法
’

刚体最终姿态的改变我们角两个合成转动的偏差四元数 △ 一 八 一 ’ 表示
,

这种

偏差称为交换误差
,

可按下式计算

△八 一 一 八
‘

印 一

实例 设
, , 二 为三根互相垂直的轴

,

两个连续转动为
一

绕 , 轴转过
,

再烧 夕

轴转过
“

求交换误差

解 首先将两个连续转动表为四元数列矩阵
,

即

一 丫万
,

丫万
, , ,

。一 了万
, ,

丫万
,

」

顺乘四元数等于

二 夕 一

一丫万

斌万 圳
一

旧
一一丫斌

寸百

丫万

一了万

了万

逆乘四元数等于
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’

丫万

了万

一丫万

召万
丫万

了万

一丫了

丫了

丫丁

了万
一

且

,
月

一

交换误差由最终姿态的偏差四元数确定
,

即

△ 一
, , ,

一
, ,

, , ,

可见
,

△ 的标量部分为零
,

即合成转动的数值不变 而 △

,

即合成转轴的位置发生了变化

,

一

矢量部分的三个分量为
, ,

六
、

有限转动的合成

设刚体从初始位置到最终位置的有限转动
,

是通过三次连续转动达到的 先绕达尔

布三面体
。 ‘ 的棱边 ‘ 转过角

,

再绕棱边 转过角 夕
,

最后绕棱边 ‘ 转过角 下 ,

夕
,

称为克雷洛夫角
,

可表为四元数矩阵式

竺
,

兰
, ,

已、‘且少

,

飞
胜八甘,,

‘

·

备
, 。,

普
,

。

晋
, ”, 。,

晋
式中采用了省写符号 二

, 滋

总转动由
,

口
,

的乘积确定
,

即

一

或

八夕一
一

﹄夕一

厅一一
,,

厅

︷夕夕
夕一

一己‘

一一
︺一一

— 一

一

一,一一八二
一

翁﹄

‘且

一一

,
伪,

凡流又又
勺孔口

最后求得总转动四元数分量的克雷洛夫角表式为
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,

⋯
了一一一一月一一

一
一月一一

卜 召一一丫一夕一一

夕一一

“
了

月一一

一‘几‘及,自自、︸
几又又

,几

声一一产一“一

设三个连续转动为 先绕达尔布三面体
。 ‘ 的棱边 ‘ 转过角 价

,

再绕棱边 转过角
,

最后又绕棱边 ‘ 转过角甲 价
, , 甲 称为古典欧拉角

,

可表为四元数矩阵式

晋
, ”, 。,

晋

号
,

号
, ”

川
署

, , 。,

署

‘

户尸

总转动四元数为

或
夕 口

一口一

一

,
价一

一

一一

移一

。 竺 一 竺

。竺
。 竺

。
竺 一 , 旦 。

旦 。 旦 。

沙一
︵

, ,品﹄,、
‘几几流几几工

价
了 。

最后求得总转动四元数分量的古典欧拉角表式为

。
里 一

一

,
甲一甲一甲一甲一一价一一价一

一一必一甲一一沙一

滋 旦 竺二竺

一
一沙一。

里 一一价一

创文
甲一一诱一 价

日 二二

乙
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