
年 月 力 学 学 报 第 期

关于奇异摄动理论在自引力
介质波动中的应用

‘’

岳 曾 元
北京大学地球物理系

提要 本文通过自引力介质中波动的两个具体实例
,

讨论了与应用奇异摄动法有关的一

些问题 第一个实例是密度波理论中遇到的带有三个迥转点 其中两个相距很近 的复本征值

问题
,

指出 由于此问题中迥转点分布的几何结构敏感地依赖于复本征值 “
, 因此

,

即使为了

求得初级近似的一致有效渐近解
, 也必须事表对于复本征值“ 对摄动参数“ 的依赖性作某些

明显的分析 将 。 劝 展成级数 。 一 艺 。 ,丸一 , ,

并根据问题中的辐射条件
,

估计出 。的

实
、

虚部关于 孟的不同量阶 这是此问题分析过程中的关键性步骤 这一作法在形式上与通

常的变形参数法
一

九 亡 方法 有些类似
,

但实质并不相同 第二个实例是自引力

介质中弱非线性波的渐近周期解及色散关系 指出 倘若采用展开式 。 。。 友 十 ““ 的
。 ’〔内 夜 ⋯⋯ 其中 。为频率

, 及为波数
,

则所得弱非线性色散关系当 又叶为 波长

时不一致有效 本文在分析了产生这种不一致有效性原因的基础上
, 改用展开式 左 几

。

及 。 十 。块式。
·

⋯ 于是
,

不但弱非线性渐近解关于
, ‘ 一致有效 当波长 又固定

,

而且弱非线性色散关系关于波长 又也一致有效 从而指出在此问题以及其它类似问题中根据

物理特点适当选取变形参数的必要性

一
、

引 言

自然界和工程技术领域存在着大量实际问题
,

如果对它们采用简单的 或正则的 摄

动法会遇到困难
,

即出现这样或那样的不一致有效 从上一世纪 和 ‘ 用

变形参数法处理行星轨道摄动问题以来
,

各种各样的奇异摄动法陆续出现
,

用来克服各种

各样的不一致有效的困难 从本世纪四十年代末以来
,

奇异摄动理论得到更迅速的发展
,

并有效地推动了对于大量问题 力学的
,

物理学的
,

天文学的
,

工程技术方面的问题 的研

究 郭永怀教授本人曾对奇异摄动理论作出过重要贡献 他将 亡一 方法

应用于边界层流动
,

使这一方法得到重要的推广 为此
,

钱学森深人地阐释了这一方法的

重要性
,

并称它为 方法

奇异摄动理论作为应用数学的一个重要部分
,

是在解决各种实际问题中产生的 即

使是 一种较为成熟的方法
,

当用于新问题时
,

也常需要根据新问题的特点灵活地作某些变

通

在本文中
,

我们将通过自引力介质中波动的两个实例来进一步说明奇异摄动理论的

本文于 年 月 夕日收到二
谨以此文纪念作者的导师郭永怀教授逝世十五周年
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这一特点

二
、

旋涡星系密度波理论中的迥转点问题

首先
,

为了对比起见
,

我们来讨论另一个较简单的
、

带有两个迥转点的本征值问题

例
,

考虑方程

票
。 二 , 。 宁 , , 一 。

一

其中 浇为一可连续取值的大参数
, 。为本征值

, ,

具有两个实零点

们应与 。有关
,

在 产 和 产 之间为正 边界条件为

正则
,

当 , 士

产 和 产 产 产 ,

它

运用和文献【 中同样的方法
,

可求出此问题当 又大时的一致有效渐近解

丫功
二

召

丫价
二

一几 币 二 一 产 一 占

一 又, ‘诱 工 产 口 、

其中 价 和 币 为 的适当变换
,

而 切
, 。 则必须满足如下量子条件

气 一
‘

叹
,

、
人 ‘气 , 功 、” 一 下 ‘
甘 产 、 山

现在我们来着重讨论一下这一量子条件 由于迥转点 产 和 产 是函数 二 , , 的零点
,

它们应为 的函数
,

可分别记为 脚 。 和 脚 。 于是
,

量子条件 可改写成
产 ‘、 , 一丁 , 一一戈

,

、
几 , 、 ‘、 , 田 。 一 气 一 百 ,
了 产 、脚 , ‘ ,

对于给定的 几
,

这是确定 。
。

的代数方程

说来
, 。。 也应随着改变 故应有

功

于是也有

既然 几是此方程中的参数
,

当 又变化时
,

一般

一
。 又

拌 , 产、 。。

产 , 产 。 ,

、
‘

、
,︸几月、刀产、、户‘

孟几
了‘、、、

这就是说
,

在 二‘ 的过程中
,

不但本征值系列 。
。

依赖于 浇
,

迥转点位置也依赖于 几

然而
,

对于此例子而言
,

我们无需事先对这些依赖性作明显的分析
,

这是因为渐近解

和 劝的推导只用到 又大这一条件和边界条件
,

而迥转点位置随 又的细微变化对于

解的性态和求解的分析过程并不产生重要的影响 与此相对比
,

我们 下面将指出
,

在密度

波理论中所遇到的更复杂的迥转点问题中
,

对于本征值和迥转点位置对 孟的依赖性事先

作明显的分析是必要的

对盘状星系中的螺旋结构问题作了若干数学上的简化之后
,

可归结为如下的本征值

问题
,

此例与文献 知 一 科 所述的例子类似 唯一不同的是 ,那里 只是 盆 的函数 ,大参数几本身为本征值 ,

取离散值 这里又为可连续取值的大参数 , 。为本征值 ,取离散值
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天 , , , 。

、 一 · · 。一
一卜 二

“ 正则
,

当 ”
“ 中波动因子一 。

一‘ 吮“

即为辐射条件
,

物理上表示在共转圈以外波能向外传播

如下

式中各量物理意义

, 。 一 。口 二 ,

其中 口 为星系旋转曲线
,

由 口 , 按如下方式决定
·’一 ‘“ ,

’ ,

命尝
,

。为复本征频率
。 一 功

, , ,

。 为基态的
“

等效声速 ”
,

模拟星的弥散速度
,

而 为反映基态关于轴对称扰动稳定程度的

一个参量
,

它随 变化的典型形式如图 所示 图中
。

为共转圈位置 由于 “ 是复的
,

,

也是复的
,

它的实部随 变化的形状如图 所示 由于在盘状星系的盘部分中
二 》

只

图 函数 心 的典型形状 注意 ,这种形
状并非密度波渐近理论所必需 事实上

,

只需
口一 工在 ‘

。

附近较小 ,而在内部迅速增加即可
图 的大致形状

、 为盘部分一典型尺度
,

如引进大参数 令 一
。 ,

则只要作适 当无 量纲 化
,

式中因子 对 。
,

便对应于 护 于是
,

一 是与例 类似的带有大参数和

迥转点的本征值问题 然而
,

此问题与例 相比
,

除了 ”十 的边界条件换成辐射条

件外
,

迥转点的个数和分布也较例 更为复杂 首先
,

在复 。平面上有三个一级零点

迥转点
,

其中一个在 、附近
,

另外两个在
。

附近 一个在实轴上方
,

一个在实轴下

方
,

两者距离为 厂 量阶 在文献【刊中
,

作者曾仔细分析了这一问题
,

并求出了此问题

的一致有效渐近解
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‘ 价 犷
·
几 一 一 ‘ 诱 犷

, ‘ 一

“ 一 。 玉生工全‘业
一“‘ 。一 、 ,。 、 。

朱一

犷 。

一 占 ‘

’十 占

和如下的量子条件

之
一 ·

嘴
·

厌林
其中

, 、

澎
,

们 「二
,

‘

,

钾 少 —

—
月 — 月 一 十 —才

,

,
,

二
、 、 」

一 戈 一

一 丫合纂
·

」
‘“

,
。 ·

、

式中 价
,

和 是自变量 的适当的变换
,

而

〔
, ,

一 蕊
, 。 入‘ 犷

。
和

。

为 八
。

附近在实轴下方和上方的迥转点
,

而 和 分别表示 函数和抛物

往型函数 常数
‘ 和 矛 的关系为

一
‘ 一 ‘ ,一 ,‘二 户

·

一
,二‘

合
‘

’

‘二
一“ ’ ·

·

上述结果详见文献 这里只讨论与本文主题有关的一点
,

即 在此问题中对于

。 劝 这一依赖关系事先作某些明显分析的必要性 事实上
,

林家翘和刘汝莹 首先针对

这一问题的一个简化情形
,

即 在 , 。 处有一个二级零点的情形得出过一致有效渐近解

和量子条件
,

并阐明了波传播和增长的物理机制 后来
,

文献
,

考虑了比二级零点更

一般的情况
,

得出了一些改进
,

但由于不是从密度波理论本来的方程〔见 一 出

发
,

而是从某种简化的模型出发
,

这使得共转点 , ‘ 。 附近 的细致结构 包括
。

附近两

个迥转点的分布等 不能得到完全恰当的反映
,

这一点也影响分析过程 正如文献 们所

指出的
,

要对 在
。

附近的性态作出正确的分析
,

必须分析‘ 对 又的依赖性 具体地

说
,

必须在解问题之前先判定 。 和 。 关于 又的量阶 文献 们中的作法是
,

令
“ 一 切。一 的 又一

‘

⋯
用辐射条件 可得出 。。 必须为实数

,

换言之
,

。 ,

一 。
, 。、一 又一‘

和 与 之差在共转点处为 厂
‘

量阶

一 ,
。 一 ,

于是
,

由 式可知
,

的主项在实轴上有二级零点
,

而 。 , 对
,

的贡献则并人一阶项

之中 由此
,

当 孟充分大时
, , ‘。 附近两个迥转点必然分布于实轴异侧

,

而由所得量子条

件定出的 诚也的确为
, 量级

,

从而得到完全自洽的分析 详见文献

应指出
,

展开式 形式上颇类似于“变形参数法
” ,

但实际的含意却不同 通常的

, 式适用于复平面上相当宽广的区域 ,两者的渐近匹配也可在复平面上的相应公共适用区域内

进行
。
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“变形参数法 ”是为了清除高阶近似中的久期项之类的目的而确定 。 等等
,

这里却是为了

使初级近似解当 又大时满足辐射条件而来首先确定 。
。
是实数还是虚部不为零的复数 换

句话说
,

确定 。实
、

虚部关于 又的不同量阶 这一点
,

可以说是此问题在处理方法上与其

它已知方法相比的一个不同之处

三
、

关于自引力介质中非线性波的摄动理论

在文献〔 中
,

作者曾考虑了绕 二 轴作均匀旋转的自引力介质 角速度 口 一了乏二云下蔽
。
为基态密度 沿 方向传播的非线性波周期解

,

求出了任意有限振幅情形下完全非线性

周期波的精确解
,

得出了这种周期波 中性波 在波长
一

振幅平面内的存在区域 见图 习
,

并求出了非线性色散关系 见图
,

进二步
,

作者讨论了用摄动法求解弱非线性波的途

才 , 内一户脚卜 内

一丁万笋
关系

中性短波

镰

‘ 。 线性色”

「一又
’

才 ,

沙

尸儿“

一过之

一中性长波

极限

中性周期波

存在区域

孟拜

, 击。

尸刁之 , ,

〔二去。 妙
孟 孟

图 中性周期波在波长
一振幅平面上的存在区域

区域 为 为 。 波长 , 才 为无量纲波谷

深度 引自文献

图 等温情形下非线性色散关系
引自文献

径 见文献 之附录 在那里
,

除了将压力
,

密度
,

速度 “ 和引力势 巾按通常摄动

理论的作法对小参数

色竺 二 渔

作展开之外
,

还将频率 。对波数 乏的依赖关系 。 友
, 。 对 ‘ 作展开

。 。。 及 。。 及 。,。 左 ⋯
于是

,

得出密度的弱非线性周期解为

户 户。 声尝户
。 户 ‘ ,户

一 。 。 。

卿
。 一 。 。

其中
一 左 一 。

参 一
左

,

汀
比一 端

只讨论等温情形 式中
。 。。 及 关于弱非线性色散关系 式

,

则得到
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功

左 干一 一星一
兀

·‘,
’ , 。

普一
〔关于 一 力 的详细推导

,

见文献 上述弱非线性渐近解虽然对于固定波劣
戏。 几 幻

,

当 ‘ 小时关于自变量 二 ,

一致有效
,

但正如我们在文献 〔 中指出的

那样
,

这一弱非线性色散关系在 又 幻 附近不一致有效
,

因为当 又”幻 时
, 。

‘
,

。 ,
,

于是 。场 会超过 。
。

而使展开式 失去意义 现在我们来分析一下产生这

种不一致有效的原因 事实上
,

当 几 , 幻 时
,

有 。
。 ,

于是 。 一 。
。

相对于 。。不再

是一个小的修正 这就使得展开式 在 几 为 附近不能很好地体现摄动法的基本思

想 在本文中
,

我们不象 式那样将 。 友
,

展开
,

而将 《 。
, 。 作如下展开

及 无
。 。 。反 。 。,

友 。 ⋯
我们将证明

,

由此得出的解不但对于固定波长 几关于自变量
, , 一致有效

,

而且色散关

系关于波长 几也一致有效 下面我们来给出这一推导
,

在和基态一起旋转的参考系中
,

方程组为

, 下一 气 “
口

十 “

恋

旦竺

口 必

石万一 一 下 石牙, 一 百刃

等温情形

,‘ 一 户

饰一生色

寻找周期解
。

多

必一 子

由 斗 式给出 并令

’ “ 一 户。 户口 ,
’ “ 一 ‘ “ ,

日

刽 洲圳
·

必
一

价 日

︸祖,

一一

一,

⋯
多

武刃
寿

子

夕 口

日

沙、

将 和 代人 二
,

得出各级方程如下

左
。户。‘ 一

友
。 , 之 一

十 巡 户
, 十 毛必

,

知 一

万 户

一 田 十 尺 一
、

一 尺 “ 一 尺 不万 戈户
口

。卜儿一甲仙勺一的溯一、

叹二山

‘工

吕

交
。

一 田咬 五 户 天
。

诱 一 一 反声
、‘、一 户 一 反必
乞一
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毓六裂一
,赫

一
、 ,

。。。‘

一
。‘ 、

‘

二丁丁 又
口

一 左
。“

友
。

一 功成 十 万 十 友
。必 一 一 友

。

尸

“ ‘ “ ‘ 一‘ ‘ 一丈热
友

一 〔鱼 一
,

决 ,
,

一 毛‘ 一 毛咖
户

边界条件

则导致

, 一 孟户
,

天莎
, 一 二 户。一 一 夜政

,

必 一 仅圣 反政冲

卢 户 一 户。 户。 ,

一 。

,

一 户。
, 户 户 一

· ·

一 。
卢 一

, ,

⋯
容易求出一级解为

一 后
。 口

竺 日

友
。

尤

一 那
一

舀工﹄且办“

其中夜
。

与 满足
仍

—
二二

“ 叼,

友吕

将峥 代人二级方程右端
,

得到

一 卢 夜
。 。‘ 一 左

,户。 。 左
。户。 。

冷
。

二
, , , 。 ,

一 田 十 一 宁 左
。中 左 口 十 一 左 名口

一

九 一 端

‘必 一 , 户 一 一 友政 孟一 孟

为消除二级解中关于 。的非周期项 即关于 二 和 , 的“久期项 ,’
,

必须令。

及
,

于是
,

我们可求出满足边界条件 的二级解为

一 氛 杏

“ 一 一 少 蜜
。 口 夸 夕

沙 一 瓦 孟一 忍参 “ ‘, “

一 孟夸 乡。 口

在此简单情形
,

此结论可视察出 更严格的作法可用与下面推导 左 满足的关系相类似的方法 ,来定出及 二
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其中

氛 一
内 若

务 一

。孟一
。忍

孟
、

右 — 舀

斗

一群
为 求 夜 。

,

需将 和 代人三级方程 一 右端
,

得到

一 “卢 左
。 。‘ 口

一 。‘ 鱼瓦 ,
。

诱
, 一 。 。 。 。

八一 端 一

夜矶 一 斗二‘ 口

其中
、‘‘卫了

如易

一 畏
。

及 易及
。 。 ,

‘点
‘ 飞

一 及
。

创 夸
,

二一

、产‘、了、、声
、

、八,二,白,月

份连
月份月什

⋯
代伟,、︶,厂、了、

、

了、了、
、

了, 一 一 反
。
互 孟一 孟

我们可以先用待定系数法求 一 的特解

护 , 十 刀 叮

。梦一 刀、 , , 口 ,

功梦 , 刃 口 刀 。

梦一 刀 。 刃、 口 勺

其中示为待定常数
, 于是

,

方程 约一 的通解则为

一

八

豁 ,

亡 户梦
、
孟 夕 犷

必

蚕二生

友。 。

一 蚕

日 乙 梦

兀

甲爵
一 “ 十 劲 好

其中 杏
,

和 岛为二积分常数 只要令
,

亡 一 刀 ” 刃

则得到满足边界条件 的特解 于是
,

问题归结为求 一 中的系数 , , 将

一 斗 代人三级方程 一
,

比较系数
,

可分别得到关于 , , 刀 , 勺 ,

, 。 , , , , , , , , 和 , , , ‘ , , , , , 的三个线性代数方程组 后两个方程组的

系数行列式不为零
,

故 , 定有解
,

而第一个方程组为
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、卜、了、、、少
斗月,月,

,又︸魂门
了‘、了百、了、、。” 一 灸

。户。,

友
。 二 。

。刀。一 理 ”
、。一 天门 , ,

刃 , 。
一 吕刃

、

一 友劲 一 二 小

易知它的系数行列式为零
,

故只当
, ,

关系式为

, 满足一定关系时才有解 不难证明
,

这一

呵
‘

卜 架势
。 、 气。

。 ‘ ,

勺 一 一 儿 十 丁 儿 口
。 气

再利用 式
,

得到

一 鱼 ,
一一

一毛

将 成
,

朽 的定义代人
,

此式成为 左满足的代数方程 由此可解出

生业夕

将 杏定义代入
,

得出友的最终形式为

一 毛‘汉端 ‘

气 — 丁 石于几
一 石刃一 —匕 石又 一

才、
切 代 又 甲 友孟尹

兀

不难看出
,

由此得出的弱非线性色散关系

及 如 。 扩毛 。

对于有解区域 图 之区域 是一致有效的 事实上
,

容易看出 式对于 几 , 几, 的

一致有效性是不成间题的 现在我们来看另一极限
,

即 孟小 搜
。

大 的短波极限 这时

及
。夜
。

汀

友
。

、
, 了、

, , 、、扭 。。 、

一 丁 、万
一 , 一 了 二尸 、乃盖创又 卫又 代

斗 左 斗 儿

,

其中
元 一二一

勺 下 一 一 兀行
儿 。

于是
,

对于短波极限
,

有

一
。 。 一 ·

卜子六
’

对于弱非线性波
,

易知

其中 户。一 户。 。,

即图

一 一
兰 孟 》万 孟 , ,

月

。 一 ,
,

中的纵坐标 再由图 可知
,

在周期解存在区域 中
,

、 仁、二 生
又

于是
一落宜‘五丫

几
短波极限
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由此可见
,

弱非线性色散关系 对于周期解存在的整个波长范围内
,

当 ‘ 小时都是一

致有效的

由此可见
,

根据问题物理特点来适当选择变形参数是很必要的
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