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最小二乘配点法解薄板几何

非线性弯曲问题

陈 子 菜 徐 次 达
同 济 大 学

用最小二乘配点法分析薄板弯曲问题
,

国内于 年首先由徐次达
、

施德芳用幂级

数作为挠度试函数进行了解算 年何广乾
、

张维岳成功地以最小二乘边界配点法

解算了壳体的线性弯曲问题〔〕 本文系用最小二乘内部配点法解算薄板几何非线性弯曲

问题
,

所用挠度试函数为双三角级数
,

以边界可动简支方形柔韧板为例进行计算
,

在解非

线性方程组时采用
一

法 阻尼最小二乘法 〔们
,

克服方程组的奇异性和

病态 计算结果与 的成果 进行了比较

定解微分方程和试函数

薄板几何非线性弯曲问题的定解微分方程是
, ‘。
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,
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函数
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,

也就是中面力与 少有如下关系
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对于四边简支而边界可以自由接近的方板
,

我们选择试函数 即挠度和应力函数的近

似表达式 为
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本文于 眨 年 月 日收到
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这样
,

在 一 边上的

口 阳

口

二

得到了满足
,

同样 夕 边上的相应条件亦已满足

计算方法

首先将试函数
、

代人卡门方程
、

形成残数方程式
,

接着在内部

配 个点
,

即得到 个残数方程
,

可用最小二乘法求待定系数 刀 , 。 及
, ,

的值

为了使残数平方和 了 为残数列矩阵 为极小值
,

可用求非线性最小二乘问题最

优点的方法 本文采用了 法 亦称为阻尼最小二乘法 【
,

现简述于

下 设目标函数为

一 ‘

其中
, 一 , · 、 、

⋯
。

为解向量
,

了 〔尺
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⋯尺
,

为向量值函数 为了求目标函数 的极小值
,

必须使
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将 在 , 附近作一级泰勒展开如下
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其中
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将 代人式 可以导得下式

扒 △ 一 一 百
为了保证 扒 非奇异

, ‘ 一 、 法通过增大矩阵主对角线元素
,

将 式

改造成
一

下式

从 户 △ 一 百 一

其中 为正实参数
,

称为阻尼因子
,

为单位矩阵 这样就减弱了方程 的病态性

于是得到如下的迭代公式
, △

△ 一 一 百 户少
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将试函数中的待定系数
, , ,

及
, ,

合并成一个解向量

【。
, 、 ‘ 、

⋯
二 、 。 ‘

一 才 , 、 才 、

⋯
, , , , 、 、 刀 、
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,

用上节所述方法求解
,

的迭代初值
。

由
,

及 凡
,

作为相应的线性解时的值充任 在

计算时试函数 而及 毋所取项数等于板中配点数 配点方法是用均匀配点法汇
, ,

本文用几种不同的配点数
,

在各级载荷情况下进行了计算
,

较大的荷载可使板中心挠

度达到厚度的 倍以上 计算所得结果示于图
、

图
、

图 中 图 表示板的中心挠度

与所加荷载的关系
,

与 近似解川所得

曲线比较
,

差别仅 多 左右 图 表示板

中点处中面正应力的值
,

与 近似解

相当吻合

加洲刃
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线性解
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。

图 中点挠度与荷载关系图 图 中曲面应力图

一 。一 本方法 又 配点解 — 较精确解 一 。一本方法 点配点解 — 较精确解

一 一级近似解 一 一级近似解

图 示本方法计算所得之中点弯曲应力值与 ” 解的相应值进行比较 从图中可

见
,

本方法的解当试函数取 项 配点数为 劝 时与 解有一定的差别
,

但若只取 斗
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项
,

却与 解符合得较好
,

一般误差小于 外 估计这是由于 解得出时所取项

数较少
,

而三角级数的二阶导数又收敛太慢
,

取少数几项精度不够所致

丫,,
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图 挠度随配点数 即试函数项数 变化情况
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图 弯曲应力图

图 中面应力随配点数 即试函数项数 变化情况

一 一叮 一
,
一 一宁 二

为了考察本问题解的稳定性
,

笔者用
、 、 、 、

等各种不同的配点数
,

即试函

数分别取 项
、

项
、

项
、

项
、

项等不同的项数对各级荷载进行了计算
,

发现解稳

定地趋于某一定值
,

随着试函数项数增加
,

解的变化越来越小 我们考虑了 护 及

尹 ‘ 两种情况 图
、

图 图中配点数与所取试函数的项数是一致的
,

表示本

方法之解与 ’ 解之比 由于 解也是近似解
,

所以 丫 不收敛于
,

这是可以理解

的
,

但据此我们已可看出收敛的趋势了

结论

利用试函数
,

用最小二乘配点法解板的几何非线性问题在国内尚属初次尝试
,

本方法

具有便捷
、

计算机程序易编
,

方法与原理统一等优点 本方法与有限元法相比
,

输人工

作量大为减少
,

只要输人几个数据即可
,

十分方便 解题时间也较省 可克服有限元法要

求机器贮量大
、

计算时间长等缺点
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