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约束阻尼系统的稳定性定理
王 照 林 黄 士 涛

清 华 大 学

提要 本文在 勺 。 理论和大系统理论的基础上 ,

针对力学系统提出了大系统加权

函数方法 并且应用这个方法证明了约束阻尼力学系统的稳定性定理 从而
,

把在卫星姿态

动力学中用到的
一 一

月 。 定理和 定理等作了一定的推广 本文所分析得

到的结果对于非线性力学系统也是正确的

一
、

引 言

在一般的情况下
,

当研究耗散力学系统的运动稳定性时
,

除了通常的 散逸力

之外还要考虑约束阻尼 例如
,

在弹性卫星等效系统的研究中就要

分析约束阻尼对卫星姿态稳定性的影响 , ‘” 另外
,

在弹性理论中的非保守位形力和陀螺

系统中的径向修正力 「 , ,

以及等离子体耗散的稳定性问题中出现的循环力〔 , ,

它们也都是

属于约束阻尼类型的 因此
,

对于约束阻尼系统稳定性问题的研究是有较大的理论意义

和实际意义的

对于约束阻尼系统的稳定性分析
, 一 一

哑 定理已不再适 用了〔, ,
·‘

因

此
,

需要寻求更一般的稳定性条件 川 和 等人〔
礴, ,评论这类问题时曾指出 这

是一个相当困难的问题 于 年利用一些限制条件建立了在特殊情况下该系

统的稳定性判据 『习 于 年曾试图在更一般的条件下来解决这类问题 但

在 年人们已经发现‘
,

他的定理在一般的情况下是不成立的 这是因为他在进行通

常的 几 , 变换时
,

使得定常的力学系统转化成了非定常的力学系统
,

从而使他的这

次研究归于失败 因此到目前为止
,

在一般条件下的约束阻尼系统的稳定性问题
,

尚未得

到解决

本文应用我们针对约束阻尼力学系统提出的大系统加权 函数方法
,

证明了一个约

束阻尼系统的稳定性定理 它比较一般地解决了约束阻尼系统的稳定性问题 本文的定

理对于线性和非线性力学系统都是适用的

二
、

大系统加权 函数方法的表述

堆 第一个提出应用 函数加权和的方法来分析力学系统的稳定性问题帅 , ,

参照

这个思想
,

随后又有人在大系统的稳定性中应用了 吸 这个方法
,

另外还有人提出了

本文于 年 斗月 日收到
,
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向量 函数方法等 , “
, ‘

本文在此基础上针对约束阻尼力学系统提出了大系统加权 函数方法〔
,

, 其基本

的思路是 首先将一个力学
“小系统 ”视为一个

“大系统 ” 视它为一个由诸子系统藕合而

成的复合系统 然后再把这个想像的
“大系统 ”按数学上或物理上的意义

,

利用非奇异线

性变换进行系统的结构分解 即所谓
“
单层结构 ”分块 在此基础上构造加权 函数 最后

再进行全系统 藕合的“大系统勺稳定性的综合分析

在下面我们首先提出了约束阻尼系统的数学模型
,

进而利用大系统加权 函数方法

来证明约束阻尼系统的稳定性定理
,

然后再进一步地分析该定理的一些推论和有关的应

用等

三
、

约束阻尼力学系统的稳定性定理

系统的数学模型

设考查一个完整的
、

非保守的力学系统
,

它所受的约束不显含时间
,

而
,

⋯
, ,

为

该系统的广义坐标 为系统的动能
,

而 为力函数

此时
,

力学系统的运动微分方程式可以由完整系的
一 , 因 理 戚 力学积

分变分原理推导出来 对于力学系统的真实运动而言
,

下式成立

“ “ ’“ 一

其中 沙 为 的一阶变分
,

而 沙 为主动力 有势力和非
一

有势力 所做的虚功

从力学变分原理 可以导出系统在主动力作用下的 运动微分方程 式

其中

函数
,

备器
一

器
一

器
一

釜
一

箭
, ,

一
,

⋯

“ 上 一
合

,
‘

刀、是阻尼函数
, ”为正定或半正定阻尼矩阵 “

,

奋

一
,

为反对称约束阻尼矩阵 寸为广义速度向量 为陀螺力

是约束阻尼

而 “ ” 为转

置符号

方程 是一个受有势力
、

陀螺力
、

阻尼和约束阻尼作用的力学系统
,

由此可以通

过线性化和非奇异的线性变换得到系统的矩阵方程
分 十 ‘ 分 入 ,

这里 是 。 维状态向量
,

为对称正定惯量矩阵
,

为对称正定 或半正定 阻尼矩阵
,

一 为斜对称陀螺矩阵
,

为对称保守矩阵
,

一 一 为斜对称约束阻尼矩阵

定理的证明

如果取矩阵微分方程 的零解 ‘ 一 。为无扰运动
,

则
‘

式即为对应的受扰运

动微分方程式

下面我们将利用大系统加权 函数方法来分析这类问题
,

从而可以得出一个比较普

遍的约束阻尼系统的稳定性定理

首先对系统 作如下的变换
,

令

一
, 为 一 分
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其中
, 、 夕 皆为 ” 维向量

,

为 待定矩阵
,

从而可将 式变为

夕, 一 一

夕 一
、 十 召

其中 一 一‘叮 一 口 一 十

一 一 , 注 一 ‘

如果再作变换

一
, ,

一 夕
,

则得
,

后、一 一 召
, 之

才 一 石 一 夕 为
,

夕 召

这里 一 十 那
,

夕是任意小的数
,

为单位矩阵

斗

不难验证
,

经过上述多次运用非奇异线性变换以后
,

系统 零解的稳定性问题可

以转化为系统 劝 零解的稳定性问题 在此基础上就可以运用大系统加权 函数方法

来研究约束阻尼系统的运动稳定性问题了

按照上面我们提出的思路
,

首先把力学系统 劝 视为一个
“大系统 ”

,

并将其划分为

两个子系统
, 才 一 夕

,

十

才 一 夕月
,

十 夕 句

再把它们分解成解藕子系统和藕合函数 解藕 才 一 一 夕
,

藕合函数

汤 ,

解藕 才 夕
,

藕合函数 人
, 一 石 一 夕刀

,

对于解藕子系统我们构造 、 函数 ,’
,

, 。

一 一
忍 ’

夕
‘ 尸 ,

护

歹口御

百刀
犷

夕 召 夕
,

再计算与祸合函数有关的量

, 人
, 。 、 、 ,

一 万
”八廿 十 扩

‘

夕十 戈七 一 夕 厂 夕
「

朴

对于 “大系统 ”
,

可以选用 一 ,

作为试验函数 由于受扰运动微分方

程
,

函数 对于时间的全导数为

护 一 生
。 。 , , ,

。 、 , ,

‘气‘户 甲 ‘ 一 夕 ‘ 十 万
“认 万

’

十 “ 一 乙芦 ‘ ,

‘

一 夕月
‘ ‘一

我们设下列条件成立
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, , 尸 尸 或
‘ 尸

十 少 一 。
,

夕

因此由条件 可知
,

函数 是正定的
,

而 护的判别式矩阵为

一 尸

夕 了。 土 。 、
一

心

丁 、甘 下 甘 月
乙

夕
二 , 。

一
一丁 曰 气甘 门一 甘
艺

,

八少口毕

夕 口

当 夕 足够小时
,

由 展开式可知
,

在上面矩阵的行列式中每个主子式满足下列

条件

一
‘

△
, , , ,

⋯
,

从而函数 护是负定的 又因为函数 不显含时间 , ,

由于他的连续性可知
,

具有无穷小

上界 所以系统 从而系统 的无扰运动渐近稳定

综上所述
,

对于约束阻尼系统的稳定性问题我们已经获得了下面的结论

定理 对于受有势力
、

陀螺力
、

阻尼和约束阻尼作用的力学 系统
,

如果 条件

被满足
,

则系统的零解渐近稳定

四
、

定理的推论及应用

考查下列形式的矩阵方程
, 分 二

这里 。 幻 是不低于二阶的项
,

此时高阶的小量不会影响前面构造的 , 即 函数的基

本性质 从而可知
,

对于非线性系统
,

如果条件 成立
,

则无扰运动渐近稳定

对于系统 文 曾证明过一个定理 如果矩阵 的所有特征值都是正的
,

则系统渐近稳定 如果特征值至少有一个为负
,

则不稳定 这里设 一‘ 一 , 一

一‘ ,

并且下列条件还应成立
一 一 一‘

一‘ 一 ,

一二 一 一

不难推证
,

上述定理的稳定性问题
,

可以由我们所证明的定理作为一个特例而导出

事实上
,

如取
, 一‘ ,

一 一 一‘ 一 ,

一 一‘尸 天 则

得
了 尸 一 一‘ 对 一‘ 一 。

尸 尸

十 口 一

可见
,

我们所得的结果已经推广了文献 中的定理 条件 具体地限制了系统参

数的选择范围
,

即如果上述定理的条件 不满足时
,

文 【 中的论证则失效 而在我

们的定理中可以按 式对
、 、

另外选择 所以我们所证定理的条件要更普遍一

些
。
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如果在 式中不计约束阻尼的作用
,

则有
一 一

哑” 定理 如果矩阵

的特征值皆为正
,

则系统渐近稳定 如果特征值至少有一个为负
,

则不稳定

可以验证
,

应用我们的定理条件 能够把上述定理的稳定性问题作为一个特例

推导出来 其实
,

当 “ 时
,

如取
, , ,

则得

夕

「

口 一 一

在本文的引言中曾提到过文 的定理在一般的条件下是不成立的
,

它只有在某

些特殊情况下才是正确的 当然
,

这种特殊情况也可以应用我们所证的定理推导出来

事实上
,

在
, ‘

一 一 的条件下
,

令 口
,

并使 满足条件
,

一 、 。 , , 。 、
户 一 —气行 七 一 行 少 寸 —气口 十 口夕

把这些条件代人我们的定理条件 中可解得

尸 一 生 尺 一

其中
。 。 , 、 。 , 、

。 一 一 又口‘ 一 口夕十 一 戈行 十 行 夕

在
,

以及 与
、
‘
、

可交换的条件下
,

可以检验满足 的条

件
,

则只需 尸
,

系统即渐近稳定 因此
,

这种情况完全类似于 泊
一 一

哑铂 定

理

因为在不满足‘ 与
、 、

可交换的条件时
,

而当 以及 户 同时

成立时
,

应用我们的定理也可以判别系统的渐近稳定性 甚至不必假设 一
,

只要

重新选择 也可以分析系统的稳定性问题 所以本文的约束阻尼系统的稳定性定理是较

为普遍的

当然
,

对于本文所证的定理
,

还可以举出其他一些推论和应用等
,

这里不再赘述

五
、

结 语

从以上的分析可以看出
,

应用大系统加权 函数方法来研究约束阻尼系统的稳定

性问题
,

是简明有效的 它不需要微分不等式的比较定理
,

也不要求各子系统的指数渐近

稳定性的条件 只要对我们想像的“大系统 ,,分解得当
,

就可以获得比较好的运动稳定性

判据

将能看到
,

应用大系统加权 函数方法也能够比较顺利地解决自旋卫星 包括陀螺

体卫星
、

挠性卫星以及空腔充液卫星等混合系统中的一类线性和非线性的稳定性问题

大系统动力学及其应用是当前
“现代应用力学 ”中的一个重要课题 不论是对于方

法的研究或是应用的研究
,

都是很有必要的 另外
,

如何能够引进一些近代数学的研究成

果 比如
,

算子理论和拓扑原则等
,

来促进大系统动力学理论的研究
,

也是当前非线性系
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统分析的重要问题之一
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