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粘性不可压缩流体定常流动的差分解法

叶
复

敬 棠
旦 大 学

提要 本文研究了定常
一 型方程和压力泊松方程的祸合求解 提出了一种处理压力

自洽边界条件的方法 ,

结合文 「门 中给出的自调差分格式 , 可以对一些较复杂的粘性不可压缩

流进行数值求解

不可压缩流体的运动由 一
方程所控制

,

由于方程的非线性
,

加上压力场和流场的

祸合又必须满足不可压缩性方程
,

整个问题就比较难处理 在二元流情况下不少人采用

流函数
一
涡量法 「 ,

避开了同时处理压力场和流场的困难
,

取得了一些成功 但是这一方

法难于推广到三元流情况 对于定常的二
、

三元流
,

有人采用时间相关法
,

从不定常的
一

方程 出发
,

求得定常的渐近解
,

也有直接从定常方程 出发 提出的抛物型

流计算方法就是从定常方程 出发
,

但忽略了二阶纵向导数效应
,

只能适用于主流方向比较

确定的流动 本文也直接从定常的
一

方程和压力泊松方程出发
,

研究能适用于较复

杂流动的数值解法

较复杂的流动
,

如带回流的流动
,

已属湍流范畴 虽然湍流计算所用的出发方程已不

是
一

方程 但是 目前应用较多的 一 。 模式等湍流模式理论的基本方程仍是
一

型

的
‘ , ,

即有非线性的对流部分
,

也有扩散部分
。

因此
,

本文的出发方程是
一

型方程
,

所

提的解法也将适用于湍流计算

由于不易找到
一

方程的回流型精确解
,

无法把数值解和精确解作对比
,

而和实验

数据对比又不易判明精度
,

因此本文提出一类能代表回流的模拟流
,

它满足的是
一

型

方程
,

保留了
一

方程的主要特点
,

但增加了某种外力场或动量率分布源 利用这一类

模拟流
,

可以有效地校验本文数值方法的精度 本文也计算了能精确满足
一

方程的

环流解
,

比较了精度

基本方程和求解方法

签本方程和定解条件

定常的
一

方程

“ 友 百 , 一
口 七

口 ‘ 。

一 — —
州一 岁

—
州卜 厂 ‘

,

又

压力泊松方程

本文于 年 月 日收到
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, 二一了 一
又

旦些一鱼三

口
,

口 矛

‘

卜 二甲

为

式中 , ,

当流动为湍流时可视为涡粘性系数
,

而 , 就是涡粘性模式的修正项 式
,

组成本文研究的基本方程 它们的定解条件是 在边界 上给定 “ 的值
, 〔

,

对于压力 尸不应另给条件旧
,

因此式 的定解条件要从式 导出

解动 方程的自调格式

对于动量方程的差分式已有不少研究
,

文献
、

两文从不同角度导出的差分格式

都是带有 自调能力的格式
,

我们利用文献 中的自调差分格式 在小网格雷诺数条件

下
,

此格式的精度和中心差格式相当 网格雷诺数增大后
,

中心差格式发散
,

自调格式仍

能保证迭代收敛
,

而且精度优于上风格式 以二元流为例
,

按图 所示的网格
,

并把 “ 、 “

尸尸尸尸尸尸尸尸尸 一 一 一

一一
一一

留 」
,,

留留留
口

百百百百百百百百百百

扭扭扭

改写为 “ 、 。 ,

把
, ,

改写为
, ,

则方程 中第一式的自调差分式为

。节 一 芳 一 刀芸 一 。竺 一 。哭 、
一

工丑‘二压
·

△

斗

其中 备十 兰十 芸 哭

汪州 , 川 一 留 才 ,

一 才 ,

一
。 尸

一
。

一 才
,

才
,

一 隽
‘

左
,

一 刀 , 召 ,

一
。 刁 ,

“尸份环“召

产‘,电,‘艺、产、夕、产、少。

盛

一

芜

“ 留
·

△ , 。 “ 。 ·

△
, , 。

声
, 。 。 ,

△

一 , △刃 △
,

、 。 , 叼

留 留

声

刀 召 。 , △ △夕 ,

一 一 。

矽 〔 一 月 。留

才留 刀。

刀留 刀 ,

当当

︸产︸
夕

︸
从

“ 。 、 , 、 。 , 、 一 , , 、 。, 、 。,

有相应的表示式
,

相应地有
, 方程的差分式

如取诸 为零
,

则退化为上风差格式



年

压力泊松方程边界条件的处理

对压力泊松方程采用通常的五点差分式 取 △

。, 。 尸 。 一 。, 一 △· 一

△

“ 日

口 ,

。

箫」
,

,

定解的边界条件由 给出
,

在左右边界上
,

由 的第一式
,

并利用连续性方程给出
。 型自洽边界条件

尸 厂 口“ ,

口 、 厂 口 、
不丁一 一 一

、“ 二
一 一 个 夕 下 , 夕个 一 几丁一几 一 十 二 , 二 十 户

口 口 厂

在上
、

下边界上自洽边界条件为

厂 。 ,

口, ,

口, 。 口, 。 ,

”

下厂一 一 “ 下叫 , , 夕 二下一 十 叫 万下万 月 二二气丁一 】一 尹 又乙少
口

、

口丫 口 州

选择
、

的差分形式要注意和 的差分式相适应 还要注意满足迭代收敛条

件 对于五点格式
,

它有 。 。 十 。 个待解的
,

而方程数为
, 阴 ,

所以

要列出 。 勿 个差分边界条件
,

对于左右边界
,

可以写出 的差分式

、,了厂、

、‘,气

苦‘妇
一

已
,

一
。,

声一 户 △
口沙三 ·

影
十

戒
一

霹
器

十 ·

劲 代
口

己 夕

夕汕
月 一飞 】护 户

‘ 一

合
,

尸
。十 , ,

, 一 尸, , , 一 。△· 一 ·

一
口‘八

—
月叫 户

, 」

, ,

⋯

对于上
、

下边界
,

可以写出 的差分式

「 厂 。 口。 、 厂少 。 护“ , 。 、

’, ,

一 ’
, 。 △ 一气“ 下 , 十 夕 下了一 宁 , 下下 一 下 万

一

个 厂

义 夕
一 才 下 ”贡

‘ 、 , 。 八 ,
一

二 户
。 么 岁 夕 夕 不 , 。

犷 , , 一 价
,

, 一 、 下一 一 夕 下一 个 叭 万下 一 不厂 决了 少下
‘

,

一

口 〕, 」‘ ’阴十 了

在导出
、

式时利用了连续性方程
、 。 和 都有二阶精度 但是

,

二 个数值边界条件
、

全是 型条件 在这些条件下
,

式 的解还不确

定
,

迭代时解要不断漂移 这和 出现在 中的 尸可以相差一个任意常数是相对应的
,

必

须在一边界点上指定 的值
,

即把
、

中的一个 条件改为 型条

件
,

例如取
, 。
一 已知值

由 , 一 个 型条件和一个 型条件就可完全决定
,

迭代步骤和迭代收敛条件

由
、

组成的基本方程是非线性方程组
,

相应的差分方程也是非线性的 式

中的系数 包含待解的
、 。 , 、 、

中的右端项也包含待解的
、 , ,

因此
,

整个

差分方程组要用迭代法求解 在每一迭代 大迭代 循环中
,

先按上一迭代所得的 “闭
,

, ‘” , , ” ’ 算 出 斗 式中的系数 和右端项
,

再利用边界条件 来解 式
,

所得的解记为

矿
、 。 ,

然后按松弛式
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‘”

一 几 ‘” , 又

。‘” 。 一 又 。‘” , 几。

计算 出 次近似流场 ”。、

护
”十 。 ,

由此新的近似流场可以计算出方程 和边界条

件
、

的右端项
,

再利用条件
,

解出方程组
、

和
,

记所得之解为 尸 ,

又

按
尸‘· 。 一 一 奎 尸‘ , 杏尸

算 出 次近似压力场
,

和 中的 沈和 杏都是松弛因子 重复上述步骤
,

直至收

敛
,

就得所求的 “ , 。 ,

和 在解
、

式时
,

可以按交替方向法化为三对角线方程组
,

用追赶法求解
,

这时还要迭代 称小迭代
,

但这一迭代收敛很快
,

对较简单的流场 如环形

流
,

迭代四
、

五次就达到收敛要求 对于较复杂的流场 如本文的四旋涡型流 则要迭代

几十次才能收敛

关于非线性方程组的迭代收敛性的论证
,

目前还只能按线化法来分析
,

即在假定

中的系数 和
、 、 、

的右端皆为已知的条件下来分析
,

也即分析小迭代的收

敛性 从线代数理论知道 不可约的线性代数方程组

艺
少

的迭代收敛充分条件是对任一

夕 ,

⋯
,

值
,

成立不等式

、 ,,

艺
, ,

而且 中有一式为真不等式

根据这一定理
,

在文 中已证明了自调差分式 钓满足条件 对于由差分式

和边界条件差分式
、

组成的代数方程
,

显见是不可约的
,

而且也满足 巧 式 再据

条件 知
,

式中的第一式当 时其系数满足真不等式
,

故而知
、 、

可

用迭代法求解 从而表明
,

自洽边界条件的差分处理
、

是合理的

关于收敛速度和松弛因子

本文提 出的差分解法属定常迭代法
,

用于计算较简单的流动 如环流
,

当网格数为
火 ,

在每秒十余万次运算速度的中小型计算机上计算
,

约 一 分钟就可达到 、

量级的收敛程度 和时间相关法相比
,

在达到同

定计样精度时
,

时间相关法约需 一 分钟时间

一、、下对于较复杂的回流
,

雷诺数小 时 约 需 朽一

、
、

、

常迭代法几乎快了一倍

算时间则要增加好几倍

分钟
,

雷诺数大时
,

计算时间还要增加 这和

文献 中关于动量方程的计算情况是相对应的
,

所有松弛因子都取低松弛值 雷诺数小时取 。 ,

大时取 一
,

本文的计算网格为
,

或
。

算例

例 环流 图

图
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取计算区域如图 所示
,

流场为

。 , 圣一 。 , 孟
孟一

鱼七二竺至业兰
贯一 , 孟

计算精度按平均相对误差表示

计 一 “ 。

艺
。计 一 。。

—
十 二上一一一 一一

艺
,

艺
。 ,

万二了
口飞、、

一一

计算结果见于表
,

其中 △
·

△ , 是特征网格雷诺数

表

一一竺一一卜
一
兰一卜竺 一一

卜
一二卫旦

一

一卜三卫卫一宜卫匕一望卫卫一止三卫匕二翌查生
目

一竺竺二一卜二止宜一阵竺‘卜止一一

卜
一

止兰一阵卫兰一一兰一一竺兰
一一一互竺全里二一二竺兰

一

二翌二二竺生二竺立卜三二止二互
一

兰竺里二竺生
’。火

“ 。
·

。 ‘ 。
·

。 。
·

。 斗 。
·

。 斗, 。
·

。 ‘ 。
·

。 , 。
·

。 ,

例 拟回流 图

图 表示的是模拟分离区流动的拟回流
,

其
“ , 。 , 尸值为

对

—
巨巨巨二 山山山山
三三口口口口 口口口

。

独

对

州二一

为
竺

一

、

毗
、

即 、

宝
‘

万 十 “
‘

万
其中四个参数

图

如此定出的拟流动是不可压缩的
,

它满足

, , ,

和
,

满足关系式

豹

一

型方程
,

只要取 中的

脚一及玩一及

竺
,

鲤
「 二 、 ,

滩

—
】 ,

—, 」

计算结果见表

表 是对方程 的右端项采用两种不同近似时的计 算 结 果 比 较 一 种 是 三 次

插值近似
,

一种是普通的中心差近似
,

由此表可以看出提高差分式 的右端项的

精度对于计算结果有相当大的影响
,

特别是对 值的影响较大

表 列出了单纯解 “ , “ 方程 假定 已知 和联合解
, , ,

时关于 。 , ,

精度的比

较
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表

“ · ‘。 ’。 , ‘。 。

合 、

‘ , 。

一兰生一一里竺一一 士坐竺

一兰立一一竺生一
一

生竺三一 一兰兰一

”
·

。斗

表

一全二竺全兰竺生里兰兰一
一

一
目

一 星竺三主签
一

竺竺竺竺一一一
右端中心差近似

, ,, 。

表 。 , 。 比较

八 二

只解 ,, , ,

解 ,, ‘, , 尸 丁

结 论

本文关于在网格边线中点上给出压力泊松方程的自洽 型边界条件加 上

在一个边界点上给 出 型条件的方法是有效的

用 自调差分格式加 自洽 型边界条件可以实现对定常不可压缩 “ , 。 , 尸方

程组的直接求解
,

算例是在二元流中进行的
,

但所有提法及算式可直接推广到三元情况

回流的计算比较难
,

但从表 可以看出
,

加密网格
,

控制网格雷诺数
,

还是可以达到

足够的精度

从表
,

表 可以看出
,

改进 尸方程的差分精度
,

对于提高整个 “ , , 解的精度具有

不可忽视的作用
,

可以考虑对 方程采用更高精度的差分格式及研究相应的 自洽边界条

件
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