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树形多刚体系统的动力学普遍方程

周 起 钊
北 京 大 学

提要 本文继 塔
,

之后用图论的观点分析树形多刚体系统的结构
,

提出重叠

子树结构的力学模型及脉络图定义
,

改进了增广体的概念从而使系统可以进行动力学等效分

解 在规定一些符号及运算规则以后使用紧凑的矩阵形式导出树形多刚体系统动力学普遍方

程组 在引进铰链矩阵以后系统的约束和运动学关系都写成矩阵形式 ,

从而导出以广义坐标

表出的动力学方程组
,

便于进行数值计算的程序设计

一
、

引 言

从基本理论的角度看研究多刚体系统的重要课题之一是建立其动力学普遍方程
,

它

们应该通用 刚体数 目不限
、

相互间联系关系不限
、

约束方式不限
、

简洁且便于进行数值

计算的程序设计

比 引用了图论的某些概念和结果在此领域中是开创性的重要步骤
,

但

他在基本概念的建立方面失之于系统与严格
,

在图论的应用方面未能深人地挖掘下去因

而对系统的结构特性缺乏整体的深人分析
,

在运算工具方面他未能始终应用紧凑的矩阵

形式 以上两点使得他的论证重复而烦琐 从动力学方面来观察
,

体比铰处于更为重要的

地位因此本文提出脉络图的定义 从而可以对系统整体建立重叠子树结构的力学模型

系统中某个刚体与单个刚体的动力学有某些共性
,

这是推广 方程的关键
,

由于上方

刚体与下方刚体的动力学效应并不相同
,

因此本文改进了由 国 首创由

盯 继承的增广体概念
,

从而可轻易地对系统进行动力学等效分解

二
、

符号与运算规则

本文所使用的矩阵符号有以下三类

元素是标量的矩阵或列阵
,

如 工
, ,

丛
,

等

以 吞’
,

⋯ 为元素的向量列阵用 表示
,

以 , 为元素的对角向量矩阵用

表示
,

以 况 为元素的向量矩阵用 护 表示
,

余此类推

二阶张量对应的矩阵表示如 以 厅 为元素组成的张量矩阵记为
,

它形式上

是一个 , 阶的标量矩阵

三类矩阵之间的运算规则一方面保持熟知的标量矩阵间的运算规则
,

另一方面当相

应元素运算时又保持标量
、

向量和张量间的运算规则
,

如 沙 的结果是向量列阵其第
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及个元素为 艺 此 只
,

又如
·

。 的结果是向量列阵其第 互个元素为 艺
, ,

·

价
,

而

, ·

鱿 按张量与向量之间运算规则进行运算

三
、

树形系统的结构分析

考虑 ” 个刚体组成的多刚体系统 ‘ 友一
,

⋯
。

定义 若两个刚体上 或在其延拓部份 分别有一点绝对速度恒相等则称该点为铰

链记为 人,

被铰接的两刚体可绕 作相对转动
,

转动自由度 凡称为维数
,

可能有
, ,

三

种情形

定义 绝对运动已知的 刚体称为零刚体 。 ,

若刚体系 中有一刚体 记 为 与
。铰接

,

铰链记为 , 称为 的根基
,

这样的系统称为有根系统否则称为悬空系统

本文只讨论有根系统
,

如取与系统质心固连的平动参考体为零刚体
,

则本文的结果可

以推广到悬空系统中去 唯零刚体的运动需由系统质心运动方程求得

定义 刀 和 刀。组成含 , 个元素的集合 〔 ,

友一 。, ,

⋯
。 ,

刚体

间铰链的集合 〔 凡〔 ,

了
,

⋯二 是 的无序积 十 的子集
,

则偶对 十 ,

组成一个图称为体铰图
,

为其顶点
、

毛为其边 若体铰图是树 则对应的刚体系统称

为树形系统

树形系统的充要条件是每个刚体上至少有一个铰
,

且 , 本文只讨论树形系统

以 。为起点 定为下方 体铰图中其他各个悬挂点为终点 定为上方 标定各条通路

的正向
,

则体铰图成为一裸外向树 因此在同一条通路中各刚体和铰链之间就都有上下

之 分

定义 考虑 中任意刚体
,

以其下方铰链 奴 为起点 称为根基 上方铰链 句 为

终点 称为树梢 的向量 氏称为树体 , 的茎
, ,

上方所有的刚体都称为叶片
,

全部叶片

组成 的第 号复合叶
,

它是以 衍为根基的一裸子树 惯性系中定点 口 ,

向径 叭 一 口奴

称为 , 的根
,

的质心
,

连体向量 叭 一 ‘ , 称为 , 的树心 在零刚体上任取一点

作为零铰链 。 ,

约定 一 札人,

为零 刚体的茎

定义 和 乃。组成含 ” 个元素的集合 十 板 〔 十 ,

友一
, ,

⋯
, ,

全部

茎的集合 、 〔 一
,

⋯
。 〕是集合

十 的有序积 十 十 的子集
,

偶对 十 ,

组成一个有向图称为系统的脉络图
,

铰链为其顶点茎为其弧

根据定义不难证明同一树形 系统的脉络图与体铰图是拓扑同构的

树形系统的结构特点如下

系统 是一棵母树由 。 棵子树叠合而成
,

最大的子树就是母 树本身
,

最小的子树没

有茎因而也没有叶片

任何一棵以 凡 为树体的子树在构造上都是相似的
,

包含根 对应有根基
、

树体 对

应有树心
、

茎 对应有树梢 以及复合叶 由若干叶片组成
,

复合叶与茎的数 目 可能为

零 相同
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除母树外每一棵子树都是另一棵子树的复合叶因此根基和树梢的含义是相对的

定义 用 自然数对系统中刚体
、

铰链和茎进行标号
,

满足以下条件者称正规标号

在体铰图中由 。开始对刚体分层依次标号下层优先 子树根基标号与树体一致

茎的标号与树梢一致

正规标号体铰图和脉络图的完全关联矩阵 相同其秩为
,

删去其中首行元 素 得 出
。 。 阶满秩矩阵 称为 的关联矩阵

,

其逆记为
,

它们有如下性质

为上三角形其对角元素均为 一
,

非零元素均为 八 一 仅 表示 与
,

之间有铰 人,

相连 令 工“ 二 工
,

为单位矩阵
,

护 第 及行中的非零元素 聋, 一

仅 所在的列号 就是 上茎
,

的标号
,

记旦
“ 二 咭 其第 反行中非零元素都是 ,

的茎

对应脉络图 的元素取值意义为

一 若茎 石 在 。至 人,

的通路上
,

若茎
,

不在 人。至 瓦的通路上

也是上三角形的
,

非零元素全部都是 一

定义 设刚体 有 , 二 李 根茎 氏 相应的树梢 瓦, ,

以 布‘ 为根基的第 尹号

子树 复合叶 的总质量记为
, “ ,

将它作为集中质量附加在 凡 的点 乓‘ 上所造成附有 。

个集中质量的刚体称为 的增广体记为 育

节的总质量就是第 反号复合叶的总质量为 , 一 。 , 刃。 , ,

其中 , 是 , 的质

量
,

求和号应遍及 的全部叶片 有关系式 一 一 ,
,

其中 和 表示以 和
, 、

为元素的列阵 育的质心 嘴
,

连体向量 峨 二 人 。
育满足关系式 峨一 , 艺 , ,

语声
,

、矛了、

,
尹

飞,‘了、
、

、
、

其中求和号应遍及 , 的全部茎共 、 项
,

写成矩阵形式为

丛 一 里 ‘ 丛 工 了

其中 丛 和 里 为对角矩阵
,

为转置符号 育的根为

一 了 ,

其中少 为元素都是 的 阶列阵
,

三 。札 矛为各根基的绝对加速度 气 所组成的列

阵 。 ,

有关系式

“ 一 一班了 场匹

其中 。。是 。点的绝对加速度

四
、

动 力 学 方 程

任意刚体 的受力图如图 所示
,

其中 凡 和 是外力及外力偶矩
,

弋“ 和 娇“

是与树梢 乓“ 对应的约束力和约束力偶矩
, , 是铰链 凡, 中的阻尼及弹性力偶矩

,

一 二
、

一玖 和 一玖 是根基 处相应的量
,

约定对应树梢取正号对应根基取负号

分别考虑 , 的质心运动定理及对质心的动量矩定理
,

然后对整个系统写出矩阵形

式的方程

里 矛十 亡 工
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双一材诚 城

公 十 十 护 一

其中向量列阵
‘

的元素是 , 相对其质心的动量矩 二 由式 解出 并利用式

得

里 亡 贝 一

班里 亡 一 旦里 了
石 里 。 户 一 旦

利用式 和 经过计算可得出
里 亡 一 里 了

‘ 一丛 。 丛 一 亘里 。。 力

代人式 得
一 一丛。 旦丛 一 坦

应用式 和 消去式 力 中的 并在所得的方程等号两边同时加上 卫 贝 亡 十

‘ 丛 得

乙一 十 仁一 智坦 十 梦 丛句
一 里 , 丛 石一 。

其中等式左边的向量列阵 为

乙一 乙
· 。 里亡 ‘, 丛石

其元素 乙, 是 育相对 动量矩的时间导数 根据式 可得

石一 。 一 一泣 。

借助式 和 将式 等号右端最后两项化简为

一仁 。“ 十 少
‘ 丛 石一 。 一 世火 一丛

代人式 得出

乙一 十 工 十 护 左 一丛句 夕 一丛“

其中梦“ 一夕
“ 基 是严格上三角向量矩阵

,

若其第 友行有非零元素 劝 则表示
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是树体 的叶片而 就是 上长这张叶片的茎 方程 是 ” 个联立向量方程组
,

对其中与任意刚体 对应的第 及个方程可作出动力学等效的直观解释 为叙述简便不

妨设 一 一 。,

第 友个方程就是单个增广体 育对于 点的动量矩方程其受力

情况如下 见图 凡 仍作用在 的质心 ‘ ,

作用在第 产号复合叶中各叶片上的

外力都移置到相应的树梢 凡 上去 根基点 人 的加速度 气 造成一项“ 惯性力
” 一 ,久

作用在 育的质心 ‘育处 每一张叶片造成一项 “
惯性力

’,

一 , , ,

第 产号复合叶中所

有这些
“

力 ”的向量和 艺 一 , , 和号应遍及该复合叶中所有叶片 作用在相应的树梢

凡“ 上 动力等效增广体模型是定点运动单刚体在概念上的一种推广 当 一
, 。 一

时前者就退化成后者
,

使我们有可能将多刚体系统进行动力学等效分解
,

在一定意义下

分别当作 个单刚沐来处理

方程 左边的 可以写成

一少
·

山 竺 少
·

。

其中“ 和竺 的元素 。 是 的绝对角速度
,

对角张量矩阵 尹的元素监 是 育相对 凡

的惯量张量 因 试 是 上的固连向量则有关系式

一 鱼 十 竺 恤

利用公式 一 召 一
·

三
·

将式 中右端倒数第二项写成

梦 一丛 一 一上
·

自 一全 丛竺 迪 火

其中张量矩阵 “ 的元素是二阶张量

鱼 一 一 ,

念
,

一
·

看, 三 ,

当 , 钱 夜时有 从 , 一 “则些 一 全 所以少是严格上三角张量矩阵
·

只有当 是 的叶

片 的 时 匀才不为零故少 是由叶片折算过来的张量矩阵 令 。吞 三 勺场 嘶 蕊

其中 。。是零刚体绝对角速度
,

当 为 ” 阶列阵其第一个元数为 其余的全为零 , 西 的元

素 。乡是茎 祝所固连的那个刚体的绝对角速度 对 求两次导数得

一 一互 山‘

竺
,

吵
占 “ ‘

利用 和 可将 最后一项写成

兰 一丛 一 一些
·

山 一 丛 萝喳 山逃 一全 迪
占 十 “也 , ”

其中少 是由根折算过来的惯量张量矩阵其元素为

丝 一 一 帐峨 一 气
·

风互

对比式 和 可知有且 一 立丫
,

令总惯量张量矩阵 一 “ ” “

它形式上是一个 阶对称矩阵 将 力 和 代人式 整理后得

少 山 一 十 十“
‘

性 全 十 分

其中
“
是与 。 有关的项
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户 一竺 少
·

。 一 奥夕
‘

〔竺 恤 十 迪
丛叮全 迪 一 其渔 山。

丝十 。 丛

引进描述铰链类型的铰链矩阵 梦
,

它由单位矩阵 五扩充得出 设铰链 气 的维数为 , ,

则

将 旦的第 及行元素

系统的自由度
,

向右扩展成 个 元素 因此
,

少 有 , 行 ‘ 列
, , 一 艺

, 是多刚体

夕 一

产

一、 、

⋯
了 ,

尸一夕 、 气

⋯

了

一一 、 ,

⋯

了

尸 ‘ ,

⋯
刚体 , 相对下方刚体绕其根基 久 点转动轴的单位 向量记成

,“ 相对转角记为
,

⋯从 则相对角速度可写成
走

。 一 艺 场沐 一 鱼 应
天二

“ ‘

其中 气 是以 “ 为元素的行向量阵鱼 是以 坑‘ 为元素的标量列阵 将所有的

按照 友一
,

⋯
,
以及 产 一

,

⋯伙 的先 后顺序重新排列编号成为
‘

和 价 一

由 为元素的对角向量矩阵记成 性由广义坐标 全 为元素的列阵记成旦 因 玖
衡《产一

,

⋯口上的投影为零故对整个系统有关系式

三人 了 ·

在式 两边乘以 弓少丫丝 并应用式 最后得

梦
·

立
·

山 一 梦
·

十 十 些 分 一 匹
‘ ·

其中宜 一 丝坦位 是 ” ‘ 阶向量矩阵 这是刚体系统的动力学普遍方程组
,

含约束力及约束力偶矩
,

是单刚体定点运动 方程的推广不妨称之为广义

程

、 和 、戈

,

⋯
、 ,

在相应的

斗

其中不包

方

五
、

运 动 学 关 系

有运动学关系

一 一基 口 两
二

根据 可得 口 互竺 代人上式得

一 田
,

一 。
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式 和 联立就是以 。 和 为未知函数的 ‘ 个一阶方程组可直接编写计算

二 占

程序进行数值积分 对式 求一次时间导数得出 一 内 氓 卜万二 , ,

令 三
一

一

叭 」

于力对仁
。

华
一

, ,

其中 奥 是 , , 阶向量矩阵元素为 妙
、 ,

, 一 ,

⋯
、 ,

友 口 友 口 冷

、、了、,
了

,︺,︸,、了、
廿

了、

整个系统可以写 出关系式

口 一 坦

对式 求一次导数并将式 代人得

自 一 一 基
,

将式 和 代入式 得 出以广义坐标表 出的广义 方程显式

五勺 旦

其中 立 为与广义坐标 有关的 ‘ ‘ 阶标量矩阵

鑫 一 “ 了 · ·

”

旦为与 及 有关的 , 阶标量列阵

鱿旦
,

动 一 宜 汀立
·

旦 一 立
·

山。

必 一 一 旦 些勺

一
田
〕一 人 丁

·

其中
“
已将式 代人故不再包含 田 可以直接就式 一 编写计算程序对广

义坐标进行数值积分

六
、

例 子

设 一 实体图及按正规标号后的体铰图和脉络图如图 一
。 所示

图

系统的关联矩阵及其逆矩阵为
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而

一

一

一

一

一

一 一

一 一

一 一

一 」

一 一 一

一

一

卜

一

一 一

一

一 」

构成 系统的全部子树共 棵如图 所示
,

图中虚线画出的是叶片

厂氏
司火

、召、‘,

衍叭玩
如一执

人。 之

图

由 里和 亘 算出

, 万

,

人 沙 一 一 一

人
、 。 、

祝

匕 」 匕 」

祝

增广体的质量
、

质心向量及根向量为
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「 而

一 一 叨 一

阴 ⋯十

阴

州 阴 阴 切

脚 ,

阴 阴

卫 匕阴

「

材 选
。

试

试
,

试

试

一 里 ‘ 丛 工 了 一

, , ,

权 石

柳

阴

, 石, 对 氏

柳刃 ,

阴

碑 匕切刃
一 ,

一 一丛
,

一

十 十
,

十 权
,

,

祝 奴

九九汽孔汽

」 权 祝」

动力学等效增广体受力图如图 所示
,

的情形

设铰链 至 人 的维数分别为 【
,

因为 友
, , ,

时情况类似故只画出友一

,

则 了 一 并有

零

乓

暇马零

零
几祖上,几

一
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