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均匀各向同性湍流的涡旋结构

统计理论的一级近似数值解

魏 中 磊 李 文 绚
北 京 大 学

提要 本文数值计算了均匀各向同性湍流内涡旋结构统计理论的一级近似解 一级近 似

的结果比零级近似〔”有改进
,

计算求得的二元纵向速度的相关系数和横向相关系数
,

都与实验

值更吻合

一
、

引 言

文献 〔 对小涡旋雷诺数流动情况下
,

计算了零级近似条件下从衰变初期到后期整

个范围内的湍能衰变规律
,

湍流微尺度的变化和二元速度纵向相关系数和横向相关系数

的变化规律 前二者与实验符合得很好
,

而二元速度纵向相关系数与实验结果吻合得稍

差
,

理论计算值稍微偏低了一些 这是由于文献 〔 仅取到零级近似而引起的后果 本

文作者对 〔 中的不可压缩粘性流体中的涡量函数和流函数的逐次逼近 解 方 程 见 汇

中 式
,

进一步取到一级近似再求解
,

由于一级近似条件下找不到分析解
,

所以本

文在满足均匀各向同性湍流的能量守恒和涡量守恒条件下
,

求得了一级近似条件下涡量

函数和流函数的数值解
,

并计算了能谱函数
,

二元速度纵向相关函数和横向相关函数 计

算结果表 明
,

一级近似条件下的纵向二元速度相关系数
,

比零级近似条件下的值明显地有

了改进

二
、

涡量方程组及其在准相似条件下的一级近似表达式

在不可压缩粘性流体内
,

在准相似条件下一级近似的涡量方程组为
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式中
一

,

‘一 备杏
,

夸一 二
, 。 一 世

我们把上式中的 护和 广函数分成齐次部分和非齐次部分
,

即

广一 尹 尸 ‘ 尸 护

其中 尸 和 护
六 是一级近似条件下的齐次涡量方程组的解

,

尸和 ‘尸是非齐 次 涡

量方程组的解

在求解涡量方程组时
,

必须满足均匀各向同性湍流内的能量守恒条件和涡量守恒条

件 这是对上述方程组所加的物理上的限制

能量条件

对于均匀各向同性湍流的湍能
,

矿 护护
,

是任意常数
,

是涡旋的特征速度
,

是涡旋的特征长度 同时涡旋还应满足角动量守恒条件
,

们再从

出湍流微尺度

的动力学方程
,

即 车 一 一 。,

刃尸 出发
, 又

由此得出
, “ , “孟

是湍流的微尺度
,

言 我

又和涡旋特征尺度的关系山 护 一 。 是涡旋雷诺数

就可以推

所以满足

能量守恒条件
,

就是满足上述的关系式

涡盆条件

对于均匀各向同性湍流的涡量的均方值有表达式

切 切
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式中 ‘ 是波数
, ‘ , , 是能谱函数

,

它的定义为 矛 一 当
’ , , 由此可以推出涡

量守恒条件为
。

二 一
、 、·

卜 二
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, ‘

一 ,‘ “·
,

对于某 。 值
,

我们在数值求解涡量方程组时
,

总要满足等价的能量守恒和涡量守恒条件

一级近似条件下的齐次涡里方程组的解

在 一级近似条件下
,

齐次涡量方程组为
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式中 是汇合超几何函数
,

, 一 生 冲
丁

丁 一 —

一所以一 级近似条件下
,

齐次涡量方程组有汇合超几何函数形式的分析解

一级近似条件下的非齐次涡量方程组的解

在一级近似条件下
,

非齐次涡量方程组为
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,

经过变换
,

得下述形式的非齐次涡量方程组
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。
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式中 了 是涡旋雷诺数 对上述方程组 一 式
,

找不到分析解
,
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我们用电子计算机求数值解 此方程组的边界条件是 雪一 。和 雪” 时
,

六
。 一 六一多

。一

州、 一 。
,

在计算时
,

还要同时满足湍流的物理条件
,

即湍流的能量守恒和涡量守恒条件

三
、

一级近似条件下的数值计算

上述非齐次涡量方程组的 式和 劝 式的差分方程为
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,
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, , 、一 ,
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与上类似
,

我们可以求出非齐次涡量方程组的 和 式的差分方程
, 、 和 认

一 、 ,
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, 一 ,
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、
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砰 一

在求上述非齐次涡量方程的差分方程 一 的数值解时
,

首先要保证数值计算

的准确性 为此
,

我们首先计算了零级近似涡量方程组 〔 的数值解
,

然后比较数值解和分

析解的结果
,

二者完全一致 说明了数值计算的结果是准确的 在数值求解时
,

应特别注

意汇合超几何函数的计算 所给出的汇合超几何函数的形式 如 的
,

,

和 式
,

均不适宜做数值计算 通常在 雪李 时
,

计算的积 累误差已大得无法使用

而此区间远远不够长 这时应首先对汇合超几何函数做 变换
,

变换后的计算区

间可扩展到 乙一 对于 雪 的情况
,

再用汇合超几何函数无穷远处的渐近解接上
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时
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一 ‘ , 一 ‘ 一 一 ‘ 一 ⋯
‘ 一 刀 十

。 ,

都是常值参数 利用上述性质可以把汇合超几何函数的数值计算扩展到任意大 乙的

区间 这不仅解决了由于数值计算截断积分区间引起的误差 小于 多
,

更主要的是解

决了由于区间 不够大
,

用追赶法求解一级近似非齐次涡量方程组解的存在问题 对积分

步长
,

我们也做了数值试验
, △ 一 一 和 的两种情况

,

精度可以保证在 外

之内
,

所以整个数值计算的步长
,

取为

四
、

能谱函数与二元相关系数的计算

一级近似条件下无量纲的能谱函数可以写为

互业咎三 一 月
一
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能谱函数求得后
,

就可做纵向和横向二元速度相关系数的计算
,

所用公式如下

, ,
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—一 , 币当止一‘
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上式还可改写成如下表达式
,

计算起来更方便些
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而横向二元速度相关系数为

导
, ,

、一 李
流 几

要想数值求解公式
,

上节只给出了积分号内各结点上的函数值
,

而一阶到四阶

的导数值
,

还必须用近似办法求出 先把函数用 级数展开
,

再定出其保证有 ‘ 尸

精度的各导数 其结果为

内点的公式
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六“一 ‘ , 十

专式‘,

左端点的公式为

‘

一
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‘

十 份 夕 一 —
, 、五

右端点
,

考虑到在无穷远处函数的平滑性
,

我们只简单地 , 一 点上的值送到 , 点上

为了检查这种数值微分的近似计算的准确度
,

我们造了一个与 和 式被积

函数类似的函数 一 。一“ ,

计算此函数的准确分析解和数值解及其各阶导数 并对照二

者
,

结果是分析解和数值解的三位有效字完全一样 这种算法能满足我们所需要的计算

精度 用 法数值积分 和 式

由 和 式计算的纵向和横向二元速度相关系数
,

分别示如图 和图 计算

结果表明
,

一级近似的纵向和横向二元速度相关系数
,

比零级近似结果有了改进 若想进

一步提高纵向二元速度相关系数
,

可以再做二级近似的数值计算
,

但这可能有些繁琐了

嗯︶灿

兮八“八

穿‘︶、

。

三侣一二 一 ,

图 二元纵 向速度相关系数随 又 的变化

一文 【 试验结果 , 一 一本文试验结果

一一 一 工, 一级近似计算值
一

一
。 一 , 零级近似计算值

图 二元横向速度相关系数随

—一级近似
,

一一零级近似 , 。 “

试验结果

又 的 变 化

本文是在周培源教授指导下在 年进行的
,

工作中多次与黄永念同志进行过有益

的讨论
,
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