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关于匀质弹性半空间上刚体垂直振动

的轴对称混合边值问题

时 永 澄
冶金部包头廿二冶建研所

提要 本文继 。朋二
,

等之后对匀质弹性半空间上刚体垂直振动轴对称混合

边值问题进行了新的研究 抛弃由 所建议的用消除驻波确定自由波项系数的方法
,

直接由弹性力学方程与有关问题的混合边界条件处理了自由波项
,

使著名的瑞利极点化为 可

去奇点
,

从而建立了与过去不同的表征有关边值问题的第二类弗里德荷姆积分方程
,

其积分核

是非奇异的并在寻常积分定义下有意义 对所获得的方程进行了详细的解答
,

并与大型动力

基础实测资料进行了对比 ,

从而作出了半空间内介质的阻尼损耗不可忽略的结论

一
、

导 言

匀质弹性半空间上刚体振动问题的研究始于 , 他在刚体底部半空间表面介

质反力均匀分布的假定下求解了圆柱形刚体垂直振动问题 在求解过程中
,

通过消除半

空间表面位移的驻波项确定自由波项系数
,

从而获得了问题确定的解 在 山 叩 修正

了 有关 自由波项符号的错误后闭 ,

这种由 首创的确定 自由波项系数的 方

法为介质波动力学承继下来
,

年宋泽永
,

发表的论文中明确 的 指 出

了半空间表面垂直位移的通解由强迫振动的特解与 自由边界的通解组合构成
,

前者由柯

西主值意义下的积分表出
,

后者为带有任意常数的 自由波项
,

追随
,

作者用消除驻

波的方法确定自由波项的系数

斗年 励 二 ” 首先将刚体底部的反力分布作为未知量
,

由刚体底部介质与刚体

一同运动的线位移假定所规定的混合边值问题确定反力分布
,

求解了有关刚体垂直振动

问题汇‘〕 年 与 继 且 、 之后
,

求解了同样的混合边值问题 〔 ,

描述该混合边值问题的积分方程为

口 〕” ,

万万
一 二 , 一 、

一万 , 了 又尸 尸 叭 夕“ 尸 一
, 中 又 夕

户 。 一

即。 簇 , 钱

,

无论 叩。朋 还是 咖 等在处理方程 左边的位移积分 表达式时
,

均将

‘广九

本文于 年 斗月 日收到
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它分成两部分 一部分为积分的柯西主值 另一部分为被积函数在瑞利极点处的留数的

一 倍
,

这一部分就是 自由波项
,

其系数与 对 自由波项系数的选取是一致的
,

由于被积函数中包含未知量
,

这样选取自由波项的系数能否消除驻波项就不清楚了 因

此对于混合边值问题
,

不能用消除驻波项的方法确定 自由波项系数

本文与宋泽永一致
,

将表面位移表为两部分之和

却 ,

的 一 粤
·

,
一

兽李冬而
, 。 、,

‘

、。 。 。。

行 ” 中 又 少

式中

,
‘ 二」

善粤而
,, 。 , , 、 一 ,、 ”。一 “

卜兰李手
中又 少 “ , ￡ ‘ “ “ 中又 少

。 ,

。

为瑞利极点
, 。

为任意常数 该位移表达式计人了波动方程的一切特解
,

因而是 完

备的 由于 。 与 。 互相独立的趋于零
,

此处符号 少 已不表示柯西主值
,

仅表示右端积

分组合 迄今以前所有有关文献中 少 表示取柯西主值意义下的积分
,

即取 。 一 。 一 。

我们认为没有任何理 由强令 与 。 相等
,

这是本文与宋泽永及其他作者的第一个 不 同

点
,

另一个不同表现在 自由波项系数
。

的选取方法上
,

我们认为标准的弹性力学混合边

值条件以足以保证获得问题确定解
,

对于圆柱形刚体垂直振动问题
,

考虑到轴对称性
,

采

用柱坐标
,

由于切向位移 一 。,

有关的混合边界条件可表为

当 。 、 时
,

径向水平位移 “ 和垂直位移 留 有界

一
,

当
,

当

名

, 刚体半径
,

一 翻。 ,

当 一
, ,

称氏留
‘,、件、夕‘、

式中 即 。

为常量 用不着引人所谓辐射条件
,

即消除表面位移中的驻波
,

这相当于在半空

表面增加了一个边界条件

一 时 留 由扩散波集叠加

本文放弃了条件
,

由
、

确立了全新的表征有关力学问题的积分方 程
,

因

而获得了与以往不同的解案
,

有关的数值计算结果具有一个与以前不同的显著特点 理

论计算共振振幅普遍超过刚体实测振幅 这恰恰显示了用无阻尼振动模型描述实际的有

阻尼振动对象的特点
,

对于这些计算
,

迄今以前一切理论计算在很多情况下与此相违背

理论计算共振振幅经常低于实测振幅
,

排斥了进一步考虑介质阻尼的可能性 本文的结

果断定了基础振动的半空间理论必须计人介质阻尼
,

才能克服其定量方面所遭遇到的严

重困难 这方面 等对扭转振动已作了初步的尝试

二
、

处理自由波项的新建议

根据前面的讨论
,

采用完备的表面垂直位移表达式
,

在条件 和 下我们得到表

征有关混合边值问题的如下积分方程
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髻, 了斋而
, 。 · , 、。 、。 , 。 , 。 一 翻。 ,

丁而
, 。 · 。、 一 。, , 。

式中 留 。
为刚体简谐振动复振幅

,

为刚体半径 在第一个方程中令
,

得到
,

侧 〔“ 刃 二兀又 ‘ ‘

月 一 即 一 二 ‘ , 沪 白下二戈 。 尸 尸“
。 巾又 少

将此式回 到第一个方程消去 。后
,

就得到下列积分方程组

口母
一 亡夕 、

刃 二丁二又 「 ‘ 、 ‘ 、 , , 、

二 厂 , 丁 尸 、了 尸 一 尸。 尹“ 尸 下 洲
申 夕

阅

钱

阳。 , 犷

代川

。

了
, , ‘

。 ·”,户‘”一
, 犷 “

考虑到极限

五
峥

。

一
。 , 。

为一确定的值
,

瑞利方程的根

们有

价 户 价
‘ 。

已不再成为被积函数的极点
,

而是一可去奇点 因此我

仰月
“ 冲 , ‘ 冲

‘ 孟

、 刃 万二灭 。 , 了 、

叮
一
丁户了 长夕 火了

洲 一 尸 一
巾戈 少一

︸产几‘‘‘护

,
’

典典蔽 , 歹 , 。

夕 中又 少
一 。 户。

。‘“ ’

,压一

产恤,‘︺吸、、

一 五
￡ , ‘ ,

小
户 户 一

。 户。 户“ 一
,

价
户 。 户 一 了。 产。 户

于是方程
、

可表为

彩
一

群其而歹
。 · 一 。 。犷 ’户

” 中 气 少

却。 一 。 。 , 犷

了
‘。 犷户 户‘户

’

‘

它们是非奇异的积分方程组 不难看出它对应着表面位移的下列表示

口子
即 气 , 夕 一 少

仍

价 户
户 。 犷 一 。 。 即 , 。 。

它是完备的和非奇异的
,

它包含一个未知函数 石丈歹 和常量

分方程确定
,

后者在 石丈刃确定后
,

由刚体的振动方程决定

以上消去
。
的方法不是唯一的 取任意不大于 的

得到不同形式的方程
,

它们完全等价

令

即 ,

一 留 。 ,

前者可由积

值代替 犷 一 。去消去
。

后可



力 学 年

、少、少、
廿

、少、少
、

,﹃了八甘八”,一
了了、了、了、

了了、、

了、了、

口
一 。。

‘

压

。 刀 一 圣
却

口 刃

一 梦

一

, 一 挤, , 一 夕,

功 , 一 , , 一 , 一 , , , , 一 告 , , 一 夕, 备

方程
’ 、 ’

就化为无量纲形式
, 刀 刀 「 , 。 、 , , 。 、 ‘ 、 , , 、 。 、 ,

,

二一 一了歹 , 了 。 , 尸 一 , 尸 , “ , 一 一 火。 尤刃。尸 , , 二尧

占 中又刃

了
, , , 。 “· , , , , ‘”一 “ , “ ‘

式中 粉。

为方程 价 种 一 。的唯一的一对实根 士 刃。

之一

三
、

具有非奇异核的第二类弗里德荷姆方程

对偶积分方程
、

是不便于求解的 现将它们化为第二类弗里德荷姆积

分方程 为此通过变换
, 一 一 卫旦二卫二遇 , 才

一 ”“一 ’“

引人函数 风
,

代人方程
,

由于交换积分号后得出的狄拉克广义 函 数 在 时

使有关的积分式为零
,

该方程就自然得到满足 将 斗 式再代入 式
,

经过简化后

得到

誉
, 。 、一卜 , 。 “

一 ,
。。 · 刀“一 ,‘刃 ”君 “才

一
令 了

刀 。, 。 、一卜 , 。 “

一 〕。。 刃“一 , ‘刃

一 。 , 。,

式中
厂 刀 一 夕 刀 刀 币 刀

由于 巧 式对于任意的 ‘ ,

成立
,

引人两个新的独立变量
, 了 〔 ,

式中用乘积 汀 代替 后该式仍然成立
,

然后再令

一 刃 ,

一 刀。劣 ,

我们就得到

,

在

誉 丁。,
。 、·

卜 , 。 ‘。· , 〕。。 , “一 , “·

卜
犷 “‘
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一 令 了
· 〔, 。 、·

卜 ,
。 ‘。· , ,一 , “一 ,“ , 。扩 ,“

一 一

将该方程对 丫 求一次导数就得 出

一
令 了。、, 、·

卜
、。 , ‘厂 ,一 刃“一 ‘刀 ”公 “

·

令 了
刀 〔、, 、·

卜
‘。了 ‘。· ,一 刀“一 ‘刀 才 “君

一 。

在以上这两个方程两边分别乘以 试 一 护犷备后进行相减

后得到下列方程

再对 了 进行 从 。到 的积分

〔。 一 。 。
〕一 , 二了 、, 了 ‘

·

了
, 【。 、 一 。 、。

一 刀“一 ,‘刀 才 ,“,

璐
产‘︸、几‘,孟产,,、︸

一几,一︼

一 口 。

式中
“ 、 一 ·

一
一‘。

。 · ·

一
。 。 一了

两
, ·

, 、了

卜里丝一 一

丫 一 护
, 、

尸
一

。 、尤了少下万
二

一下 “ 一
丫 一 公

一

一

。 了
’

, 丫

。

了了二子

一 护 公
一

一 凌 友 ‘

友 〔 友

一 寿十

价一下
’ 一

一

一 凌 , 凌 ‘

一左 及
生

,

二 、
纪 十

,

一

一
,

令 一 、 、

— —八

—
拭 左 汇 交

、
尚

一 一 ‘ 艺
一 凌 , 受 ‘

左 及

万骊万布不澳碑
一 一 、

令 一 ‘ ,“ ‘ , 土 令 一 ‘ ,‘ ,

— 几

—
—

一万一 」

—
— ‘ 含 几

鑫石 交 拭 交

因此我们有
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了
“ 、 。。 、一 ‘ , 一 一 、。。 , 、一 、, 一

二一
, 二 ·

。。 “一 ,‘ , 一

合了‘
。。 ·汇 · 了 、“·

卜 一 。

一
, 、二 ,

一 卫‘ 。 二 。 二 一

方程 左边第一项可表为

令
一

了〔日 ‘ , 一 “ 、。 】一 、、二了 、。 。 才 君

一
‘

。。 二 了 。 二 一 , , , , 一

丛 了一
”“·‘’沙”

欠 户 、浮
·

, 。

一 、 一
二 ,

方程 现在可表为

一 。 ·

卜
。 犷 。了 ,“ , 。。 “· 。· ,

, · 一 一 , , 才 一 , 〔。 , 一 ‘ ,一 “· , 。·
,

式中

当 刀

、 · , 了

卜 令了
, , 一 “· ·

,

一
“· , 。·

, ,一 “· 了’‘”

充分大时我们求得 动 的渐近式
, 、

户 气刀夕 一 一
斗

一 夕
, 一 夕,

一 尸

、
’

下 十 口 、下
刃 叮

斗

它表明 式右边的核积分在无穷处的收敛性不成问题 容易看出该核积分的被积函

数在 刀 刀。
处有确定值

,

过去的瑞利极点在此已变成可去奇点
,

因此方程 是非奇

异的 这是我们所获得的方程与 励 叭 所建立的方程最重要的不同点

方程 中常数 尚未确定 实际上该方程允许 取任何值
,

因为当令

时该方程成为恒等式 的这种不确定性反映了自由波项系数仍未确定

方程 是关于 幻 的线性方程
,

引人变换
万 一 。 劣 , 二

式中
。

幻 满足方程

, 。 · 一
一 ,

。 才 , 才 一 ,
,

簇 · 毛 ‘

将变换式 代人方程
,

利用方程 消去 。 二 后得 户, 、 的下列方程
· 一 一

才 才 一 【。 , 一 ‘“一 “· , 。· , “ 毛 · 簇 ‘

在方程 中令 一 。得到
。 一

,

于是 由 式得到

一

将此结果代人方程 消去 后就得到下列方程

。工 · 一 一 , 才 “苦

一
“·

, 。·
, 〔。 , 一 ‘ ,一 “

· , 。·
,
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提 蕊

将该方程与方程 进行对比
,

注意到这两个方程的差别
,

并考虑到方程 来自方程

和 以及 润 。

来自
。 、 , 。 ,

就可以看出方程 系经变换
, 、 斗 一 夕,

圣 “
, 、 、 。 、 二 二

口‘、叮 一 一一下万一一
。 尸‘、‘ ‘“ , 、叮““ “ ‘

由下列方程得到

李
‘

赎粤 , 。 ,
, 。 一 , 。 、 , 。。 。、 , 一 。,

、
、二 口“ 价又叮夕

一 , , , 。 “· , , , , “”一 “ , 户 ‘

令

硕刃 一
‘

处孵 。 ,

占立

注意到方程
、

来自方程 和
,

就可看出方程
、

来自 下 列

方程

鲜
一

华华冬刃⑧。了
。 , 一 , 。 , 。 , 、, 一 。,

、 “

。 一 。 申又 夕

了雨
, 。 ·产 , ”‘户一 。’ 犷 “

这是一个关于石又万〕的齐次方程
,

相应的非齐次方程 和 作为力学方程有关非

零解的存在唯一性
,

决定了该齐次方程有唯一的零解 硕刃 一 。满足 方 程
、

是显然的 据此
,

由 斗
、

和 式可以断定 劝 对应力无影响

由此可以得 出结论
,

对于描述半空间表面介质给予刚体的动态反力分布
, 。

与

均 具有相同的效果 因此方程 可表为方程 的形式
,

即抛弃
,

以 八 幻

代替
,

这样我们就得到下列有关混合边值问

题的第二类弗里德荷姆积分方程

, · 一 一 , , 才 ,“君 一 ‘ ,

成 · 毛 ‘

互

虽

和臼一

对于这个方程
,

我们在泊松比 , 一
—

,

—
,

无量纲频率 一
, ,

⋯
,

情况下进行了

数值解 为了迅速的构成与这个方程相当的线性

代数方程组的系数
,

首先将核
, , 的无穷积

分表达式化为有限积分然后展为幂级数 所有的

计算都在电子计算机上完成 一切有关求解的细

节和详细的计算结果
,

我们将在另一篇文章中予

以报道 这里仅在图 中给出我们作过的大量计

算中的一个普通算例的结果
,

它表明理论计算共

振振幅大大超过了对实际的刚性基础测 量 结 果
,

图 西安 号基础反应曲线

基础底面积 二 弓 , ,

基础
重量 即‘ 一 , ,

激振器质
量偏心矩

, 吕一 , ,
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这一情况是带有普遍性的 由此可以看出为了使理论计算结果与实际相符合
,

必须考虑

半空间内介质的阻尼损耗

冶金部制氧机攻关组吴酒柏工程师根据我国动力基础大量实测资料与动力基础弹性

半空间理论在定量方面的偏差提出审查该理论的建议并提供大量参考资料
,

其中包括了

保定冶金部堪察科学技术研究所周叔举高级工程师所作的大量计算结果和总 结 性 论文
,

作者充分利用了这些资料
,

对此特表示感谢

对谈镐生
、

王仁
、

武际可
、

黄琳等教授分别给予的关心
、

指导和大力支持表示感谢

最后对北京大学力学系王敏中所进行的详细讨论致谢
,

通过这些讨论本文的观点阐

述得更加明确和简练
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