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满应 力法 与规 划 法 的关系

及拟乘子法的实现

李 康 元
上海科技大学

提要 本文是文献【 的继续和发展
,

讨论二个问题 证明满应力法是规划法的近似算

法
,

为满应力法的使用提供了依据 讨论拟乘子法在大型结 构优化设计中具体实施的步骤

使拟乘子法在结构优化设计中取得较好的效果 优化过程是完全自动化的 文中也提出并使

用了满应力因子的概念和处理松约束的方法

一
、

拟乘子法的回顾

牙 一 二 一
、

、了勺一三了、

、、

考虑下面的规划问题

目标函数

约束
,

毛 一
, ,

⋯
,

一
, ,

⋯
, 。

文献 证明可将这一规划问题的求解转化为下面二个规划问题中的任一个问题的

求解

一 见 占
, 。, 二 、 一

,

夸
,

异,
毛

甲 劣 一 艺 , , , 二

, , 二
‘

‘ 》 』

一

, 劣 ,

、,,‘了‘少、,气了少

、产、,

,,

刃, 一
, ,

⋯

事实上
,

这二个问题都是原 目标函数最优点的充分条件 在函数 幻 和 甲 幻 中
,

萝和 刀 实际上是二组权系数 但它们类似于拉格朗 日乘子
,

所以被称为拟乘子

对于不同的拟乘子
,

文献 证明存在下面的关系

本文于 年 月 日收到
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器
。 及

会
‘一 ‘ , , 二

‘ ,
“ , 斗

这一关系确定了约束函数值随拟乘子变化的方向 所以可以用迭代的方法求解 迭代步

骤是

任选一组 杏‘。,

求出 劝 的极小值点

求出
了 ‘。,

斗 用下式
“

调整 ”拟乘子

。 一 万‘
。’

竺
少 ‘ ” 、,

杏
, ,

钱

式中
, 一

, ,

⋯
,

刀 称为步长指数

劝 以 梦习 的值求出函数 幻 的极小值点 二 。 ,

若 二 一 叫 钱 则迭代收敛
,

否

则将
二 乡 、 ,

梦 二 舀
,

转第三步

对于函数 甲 幻
,

迭代步骤相似

第 斗 步中的步长指数是用来控制拟乘子的变化速度
,

使点 。 比点 。 更靠近最优

点 这是因为 若某个约束函数值小于
,

根据式
,

萝的值将减小
,

而根据式
,

该约束函数值将上升而靠近 对松约束
,

由于
,

幻 小于
,

所以随迭代次数增加
,

对应

的 夸,

就逐渐趋于零而 自动与有效约束分开

二
、

满应力法与规划法的关系

众所周知
,

满应力法的迭代公式是

才 。 一 才 〕
,

【。

此处省写
, ,

⋯
, , 下同

,

表示杆件总数
,

表示杆件截面积
,

上标

迭代次数
, , 和 分别表示实际应力和许用应力 显然

,

第 次迭代与第 。

的关系是

表示

次迭代

左 。 一 才 、卫兰 宜兰 ⋯ ⋯弓兰
,

此式可以从拟乘子法经一些简化而导出

应用函数 幻
,

以应力为约束的析架的优化设计问题可转化为下 面 的 拟 乘 子 问

题

“ “ ’一 馨
易

合 薯
“丙一

命 钱 ‘ ,

夸户

式中 , 表示包含比重的杆长 , 。

为最小面积约束值

函数 乙 的极值条件为



甲 直匕 旦业 二 ,

台 〔 , 。理 、

”
‘ 斗

。

‘
一 乡丛 上 卫丝空

,

式中 表示内力
,

钾

井令

, 萝, , 刁 , , , 一
。

艺 德气今皂竿
在 口直

,

则式 可简化为

,

夸, , , , , ‘。

一,
氛一击

一

于是得到迭代式
, 。 一 「参、

一

,

—

—
’

—
‘ 多, , , , ,

。

若令

夸, , 汉 , , , 一

则得

。

对多工况情况
,

上式变为

、皿‘ 少 、几 ,

。

乞 影止 兴气
‘

式中 表示工况数 对每根杆
,

只有应力比最大的那个工况 譬 如 说 护一 、 是有效约

束 所以除 氛 , 外
,

其余的 氛, 都为零
,

因此式 也能简化到式 杆件分组时
,

基

于同样的理由
,

也能得到这一结果

根据式 有
, 几 掩

夸 十 ” 一 夸 ,

升
‘

一

若令 , 及 扩 , 一 川 、,

则有
, 。 一 , 。 ,

黑
匕

一才 。 一 月 ,卫丝 卫竺
, 口 ,

这就是式

由此可知
,

在满应力法中
,

相当于采用了下面的拟乘子
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夸 , 一 月
, 卫 竺一竺丝 ⋯ ⋯砂

一 。

, 。‘

以后我们将这一拟乘子称为满应力因子 在同一迭代步上
,

它们是拟乘子的一个近似值

同理可证
,

若应用函数 甲 幻
,

则可导出相当于齿行法的迭代关系 若步长指数不为
,

则步长指数相当于满应力法中的超松弛因子

所以满应力法是在拟乘子法的迭代过程中忽略 六 歹, , , , , 这一项而得到的一种

近似算法
‘

穿, , , 。 是不是小量
,

能否忽略 在静定结构的情况下它为零 在超静定结构

的情况下
,

当截面积按“ 射线步 ”方式变化时
,

它也为零 由于有二个
“

零点 ”以及从满应力

法在多数情况下有较好的结果这一事实来看
,

在多数情况下
,

它可能是一个小量 但是
,

不能从理论上证明它是一个小量
,

所以不能保证满应力法总能得到较好的结果 而且
,

由

于在一般情况下 介 杏, , , , , 不为零
,

所以若一个结构的最优解为超静定结构
,

则满

应力法必带来误差

三
、

结构优化设计中拟乘子法的实现

迭代关系式

应用函数 甲 幻
,

以位移和应力为约束的析架优化设计问题的迭代 式 为 推 导从略
,

可参考文献 〔

‘、、一 卜至些燮嗯业
‘ ’

丫
一 占

, 咬燕
‘

,

一
牙 州全

、。 , , , 二

其中 艺 表示对第 类杆件求和

一
篡粤恩命

夕,

,

一 艺 艺 艺 , 了,

“‘ △,公

人气是夕丁八乙

〔 此 ‘

式中下标 友认 一
, ,

⋯
, 。 表示杆件组号 刀 为设计变量数 丫、表示第 工况下第

杆的内力 、表示第 杆二端沿杆向一对虚单位拉力在第 杆中引起的虚内力 犷
,

为

第 公 个位移约束上的虚载荷在第 杆内引起的虚内力 为位移约束数 为材料的弹模

量 △表示容许位移

加快收敛的措施

尽快去掉松约束 将约束分为可能有效约束和可能 松 约 束 前者指各工况下同

类杆件中 对位移约束为同节点 约束函数值最大的那个约束 其余皆为可能松约束 迭

代过程中这二类约束往往很少互换
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将松约束分为二类 第一类松约束为迭代收敛时的可能松约束 第二类松约束为存

在于可能有效约束中的松约束 后者较难与有效约束区分开

尽快去掉松约束方法之一 —正规法

对主约束 拟乘子最大的约束
,

其拟乘子取 射线步后
,

松约束的函数值 一般都小于

所以只要加大步长指数就可将它们尽快去掉

将可能松约束的初始步长指数取为
,

以后凡遇到可能松约束
,

将其步长指数加倍

则第一类松约束很快被去掉

为了将第二类松约束与有效约束分开
,

考察下式

妙 一 必二巡之夕
一 。 一 。

式中 价 表示可能有效约束的函数值 接近收敛时
,

上式分子总是趋于零的 对分母
,

则

有效约束的趋于零而松约束的趋于有限值 因此可以用
。

的大小区分有效 约 束 和第二

类松约束 我们规定
,

当
。

时
,

其步长指数增加半倍 其余可能有效约束的步长

指数取 此外规定
,

当
。

时
,

步长指数也取

拟乘子初值的选取为
二当兰二 姗

,

, , 梦,
斗

占早, 贾
,

刀了‘ 一 —
下一 万

△‘

尽快去掉松约束方法之二一一满应力因子法

这一方法是干脆将第一次结构分析时的可能松约束定为第一类松约束而令它们的拟

乘子为零 以后迭代中若发现其中某一个是可能有效约束
,

就将该迭代步的满应力因 子

作为此约束的拟乘子值 这一处理方法可不必求第一类松约束的偏导数
,

既省机时又省

内存 对于有位移约束的结构来说
,

由于位移约束往往比应力约束严
,

所以开始可以将所

有应力约束作松约束处理

加速收敛步 利用已有数据近似计算约束函数值
,

用以改进拟乘子的精度实施迭

代过程
,

达到减少结构分析次数的 目的
,

称为加速收敛步

利用关系式

夕些
一

一 一 丫 丛丛匹
灸 燕成 石月龙

。 , 一

远。

式中 凡 , 表示第 工况下第 杆两端的相对位移 应用泰勒展开
,

位移的近似公式为

“,才

一客豁
。 △一

将结构
“

静定化
”

有

川 一 艺 艺
左 召 〔友

升 犷
、 ‘

夕,

灸
‘塑、益

走 灸

·

艺目
一
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取二者的平均值为位移的近似值
,

于是位移和应力的近似值分别为

考 一

口夕 一

占护, 。

鑫会
。

兰

边黯华
巨 客脚

。

井二架粉鱼

上述各式中下标“ ”表示原来的量 后二式中的偏导数在形成迭代式 时已求出

迭代过程的一般格式为

结构分析 、数次加速步。 一维搜索 、结构分析

一次结构分析后
,

加速步可做五次左右
,

若近似值的误差较大

渺
于 岛 一 鄂

,

则不宜实施加速步 如当 , 时 但当 , 不大及某有效约束值在对主约束射线

步后大于 时
,

加速步可增加些 具体可这样处理 使用加速步至该约束值降低到

后再使用五次

一维搜索是以结构分析点
。
和最后一次加速步求得的点

,

为有利方向
,

求约束函

数近似值中最大者取极小值的点 一维搜索可使迭代过程的重量下降稳定
,

且有可能减

少结构分析次数 这是因为若 是最优点而拟乘子为非最优值
,

则只要经过若干次加

速步就可收敛于最优值 但是只有在存在加速步时才能收敛到最优值
,

否则 点的约

束函数值对有效约束的拟乘子无改进作用
,

反而不利于收敛 所以只有在 刁 不大 可取
才 或估计重量会上升较多时 用近似式估计 使用

加速收敛步时
,

可能有效约束的步长指数可略减小些

四
、

例

应用上述方法编制了程序
,

计算了三个结构四种情况
,

收敛速度都是很快的 所有算

丁止

例初始截面积都取 后面表 中 的 数据

都为每次结构分析后 经 射 线 步 得 到的

值
,

但截面积等于最小面积约束 的

数据未作射线步处理 表中
、

分别

表示用正规法和满应力因子法处理松约

束

例 三杆析架 图

工况 一 丫万
,

一 丫丁
许用应力 , 一 丫

一

玄
,

点垂直容许位移

材料容重

。压 一 一

△ 一 了万
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迭代结果列于表 有效约束为杆
、

的拉应力及 点的垂直位移

表

“ “ 工厂

初始方案

一次迭代

二次迭代

三次迭代

精 确 解

丁

例 十杆平面彬架 图

工况 一个
,

在
、斗节点上各作用一个垂直向下的

许用应力

’’

火火
弹性模量

材料容重

容许变位

护 磅的外载荷
拉 磅 英寸

, ,

几 一 一 磅 英寸
〕

一 , 磅 英寸
,

一 磅 英寸
,

节点
、

皆有 士 英寸的位移约

束

本例分二个情况 情况 只考虑应 力 约 束

清况 考虑应力和位移约束

吻
日叮民

图 表 列出情况 用正规法计算的迭代过程

表 列出拟乘子法和国内外其他方法结果的比较

表

初初方案案

斗
,

斗斗 斗

斗斗

呼
,

峪

夕
,

夕夕
,

月月

。

斗

。。。。。。。。。。。。。。。。 。。。。

用满应力因子法计算时
,

除位移约束外
,

仅处理了杆 的应力约束
,

它是在第 次迭
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表

, 拐 , ” 况

二 二
、

中 一 山 。 , ‘ 。。。 。 。 ,

十 冲 、 , 、、 臼〕墨 竺乙少 入 月 八 、 、 兄 丁 】 , 。
了 者, 丫 二、 、 一 , 、」一 飞 , , , , 曰 下 , , 尸, 由舌 适 , ‘ 诬

一 , 、 , 丫 本 , 「乙了古
“ 一

寺 、“ 恐尺 个月 长

—
已兰巴二二二一

———————一望馒圣宜竺一竺兰兰
一

里二里一 翌翌生
一

二三兰兰
一

创〔全少三三竺兰卫一 里燮兰二宜卫三三二竺
分析次数 ‘“ ‘。 ‘“ “ 匕 些 ’。

代时成为可能有效约束的

情况 中
,

面积非 的杆都是有效约束

的应力约束

例 七十二杆空间彬架 图

此析架共有 个节点
,

其中第
、 、 、

号节点为固定铰支座

工况 工况一为 号节点上作用三个载荷
二

一 , 一 磅
,

一 一 磅

工况二为
、 、 、

号节点上分 别作

用
二

一 一 磅

容许变位 至 号 节 点
、

方 向 各 有
士 英寸的位移约束

许用应力
、

弹性模量和材料容重同例

表 列 出拟乘子法与国内外其他方法结果的

比较 有效约束为第一工况下节点 的位移约束

和第二工况下 至 杆的应力约束

情况 的有效约束为节点 的位移及杆

用满应力因子法计算时
,

除位移约束外
,

仅处理了上面四个有效应力约束 它们是在

第一次迭代时进人可能有效约束的

表
, 、 ,

一三二二二匡竺竺竺巴 二竺二型匕一上兰
一

一
一一一 一止兰一 ⋯

一

一止 一

一默汁 ⋯一
⋯一答止 ⋯一件生 ⋯一尸掣

一

五
、

结 束 语

以上讨论的优化技术不受工况数
、

变量和约束数的限制
,

且总收敛于一个最优点

由于基本上是一种数学处理方法
,

所以对其他类型的结构优化问题也有参考价值

从算例可知
,

用满应力因子法处理松约束的确可使大多数约束不必处理
,

从而大大
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节省机时
,

所以这是一种值得进一步研究的方法

对于不同的结构和约束情况
,

有效约束的步长指数应该有所不同 为实现这一点
,

只需根据同次结构分析的不同加速步上得到的变量值是否有摆动给计算机一个控制信息

就行了

钱令希教授对本工作给予了热情指导在此表示深切的感谢

参 考 文 献

李康元 , 拟乘子法及其在结构优化设计中的应用 , 年全国计算力学会议文集

钱令希
、

钟万鹉
、

隋允康
、

张近东
,
多单元

、

多约束
、

多工况的结构优化设计 — 程序系统 , 年全国

计算力学会议文集

唐燮黎
, 一个新的满应力设计方法 , 年全国计算力学会议文集

, 。 , , , 一

, , , 一 一 夕斗
,

一

飞一呢

·

皿

雌 成 蕊 、。 耽 全 ‘ 夕 公, , 吕汇艺梦

、
·

,

州
,

,

一 一 、, ,
一

助


