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关于两端固定柱抗失稳优化问题的注记

程 耿 东 钟 万 提
大连工学院工程力学研究所

提要 本文研究两端固定
、

端部受轴压的柱的抗失稳优化问题 对和重模式最优设计邻

近的设计运用瑞雷简驻值原理
,

并引入极限模式的概念后我们的分析表明
,

只要附加一些条件

和作一定解释 , “ ’ 给出的最优解应满足的必要条件 以下简称为 条件 仍然是正

确的 推广本文思想可以建立起序列二次规划及序列线性规划算法用来求解多重模式的最 沈

化问题

一
、

引 言

轴向受压柱的抗失稳优化
,

即在给定柱材料总体积的条件下寻求最优断面积分布
,

使

柱能承受的轴压临界力尽可能地高
,

或其对偶问题
,

即在给定临界力条件下寻求最优断面

积分布
,

以使柱的总体积尽可能地小
,

是一个近年来引起广泛注意的课题 这个课题之所

以吸引人
,

不仅是因为它具有实用价值
,

还因为虽然对这个问题进行了很长时间的研究
,

但仍存在一些未解决的问题
,

特别是两端固定
、

端部受到集中力的柱的抗失稳优化

早在 夕。年
,

拉格朗 日就研究过这个问题
,

遗憾的是他给出的解是错误的 年
,

又研究了两端简支柱的抗失稳优化问题 但是真正近代的研究是 年

所完成的
,

他采用变分方法研究了两端简支
、

给定了材料和长度的弹性柱体断面 积分

布
,

目标是最大化柱的临界力 和 闭 接着又研究了其它边条件的情况
,

这些工作
,

不仅在柱的抗失稳优化方面
,

也在整个优化领域内
,

是属于早期的工作
,

他们的
结果在相当长的时间内被公认为是经典的

年 和 〔 , 对两端固定柱的抗失稳优化重新进行了研究
,

他们发

现 求得的 “最优
”
柱的反对称失稳形式具有比对称失稳形式低得 多的临界 力

,

而
川 只注意了对称失稳的可能

,

实际临界力远低于 求得的
。

等指出
,

最

优柱 在一定的最小断面积约束范围内 的临界力对应于两个失稳波形
,

整个优化问题因

而要采用重模式提法 根据这个新提法
,

给出了最优断面积应当满足的必要条件
以下简称为 条件

,

并给出了一系列数值解
。年以来

,

等〔 研究了结构特征值的可微性
,

给出了不同于 条件的必

要条件
,

但是
,

他们的数值计算并未给出新的结果 虽然如此
,

在重模式优化问题中是否

还能采用传统的变分方法却成为一个有待进一步研究的问题切

本文对该问题进行了分析 分析表明
,

只要附加一些条件
,

用传统的变分方法仍给出

她 年 月 日收到
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正确的敏度
,

条件也仍然正确 而这些附加条件
,

在文【 的数值求解格式中是满

足的

二
、

最优化问题的重模式提法及 振。 条件

考虑一根两端固定的弹性柱
,

柱的材料体积
、

柱的长度 及柱材料的弹性模量

均已给定
,

该柱在其端部受到一个集中力 作用 见图 柱

的断面积 幻 沿柱长度方向是允许变化的
,

柱横断面积 劝

与惯性矩 。 具有关系
二 理

其中
,

常数
、

取决于断面形状及允许的变化方式 具有固定

宽度
、

沿柱长度方向高度可以改变的矩形断面柱
,

沿柱

长度方向其断面形状相似变化的柱
,

一 具有固定高度
,

宽

度沿柱长可以改变的矩形断面柱
,

我们的最优化问题要求寻找断面积 幻

的抗失稳临界力尽可能地高

引人无量纲断面积 幻 及无量纲临界力
公 一

·

几 ” ,

的最优分布使柱

这儿坐标 也已经用柱长 无量 纲 化 无量 纲 的 失 稳模 式

、产分
乙

七
。甲比门日日日日森

幻 满足下列微分方程及边条件
夕
’‘ ” 一 抑

’‘

夕

夕
, 夕,

一 。

柱的失稳临界力 又是上列特征值问题的最小特征值
,

但也可以根据失稳形式 幻 用瑞利

商计算
‘ 一 一 ,

, ,

“· ,
,

、·

所讨论的最优化问题数学上便可提成为 求设计变量

最小特征值最大但满足约束条件

二 ,

使得由方程 给出的

·

帕“

山 的解是基于失稳时的失稳模式是单重的 单模式失稳
,

因而可以构造拉格朗

扫增广泛函

、 一 一 ,
, ,

“
一 夕。

·‘
一
‘ 一 , ,

,

“
一
‘ ‘ ,

其中最后一项是反映了失稳模式应该归一化 根据 对于 的变分应该为零可以求出

最优化必要条件
户一‘ 夕” 夕

将 和
、 、

联合便得到确定最优设计 劝 及相应失稳模式
、

临界力 又的



第 期 程耿东等 关于两端固定柱抗失稳优化问题的注记 一一一一二生

控制微分方程组
实践证明

,

由 式给出的解是可疑的 对于最优柱
,

失稳时的失稳模式可能是重模

式
,

即存在两个线性独立的失稳模式 和
,

它们对应于同一失稳临界力 几

想法
,

将问题提法修改为 求设计变量 幻
,

使得对应于失稳模式

一 一 , ”
’‘· ⋯

且模式
,

和 夕 具有相同的临界力

一 ,
,

‘

一 一 ,
‘

,
’“·

采用变分方法构造拉格朗日增广泛函 穿
、 一 一 ,

, 〕‘

一
, 一 ,

, ‘

一 一 ,“
,

, ‘
·

根据这种

的临界力

一

鑫
刀 , ‘

一
, 一 。 ·‘
一
‘

穿对于设计变量 幻 的变分为零给出最优化必要条件
一‘ 一 丫

‘ , 二 ,
‘ , 一 尹

这个条件在本文中称为 条件 利用这个条件构造迭代格式
,

优形式如图 所示

求得柱的最

一一一一一 、、 一产尸、、、

重模式提法的重要性很快为实践所证明 不仅是抗失稳优化
,

而且在振动优化的研究

中也很快发现了一系列问题必须采用重模式提法 但是
,

与此同时
,

人们也注意到

条件是不够确切的 最显然的一个含糊之处是在条件 中对 夕 和 并无任何限制

如所周知
,

根据特征值间题理论
,

当特征函数 和 对应于同一特征值 又时
,

和 的

任意线性组合 即 脚 也是对应同一特征值 几的失稳模式
,

因此
,

对
,

和 , 脚
,

式也应满足 以图二给出的失稳波形为例
,

简单的验算可以证明
,

不可能对任意的
、

夕
,

式均满足

三
、

重模式设计的敏度分析与极限波形

设想已求得一个重模式设计 。 幻
,

其相应临界力为 几
,

失稳模式为 和
,

及它们的

任意线性组合 为了明确起见
,

从这些失稳模式中取出满足正交化条件及归一化条件的

两个
,

记作 川及 此

, ,
,

,
’“
一

,
,

一
, ,
’

,皇“一
。

厂‘屯,吸
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则临界力可以写成

一 一 夕
, ,

‘

一 一 , ”” ,
’‘·

虽然 对及 邓的任意线性组合 即

些满足归一化条件的

十 夕 也是失稳模式
,

但为了确定起见
,

这儿只考虑那

。 ,
’

“,呈”
’

一
’ “

斗

该式是对 丫 和 口加上的限制

现在设想设计 幻 得到一个小扰动 占
,

产生一个新设计 咖
、 占 一

相应于这个设计的临界力 几 砂
,

一般地说
,

已经不再是重特征值
,

即
,

它对应于唯一的

失稳模式 在满足归一化条件下 几何上可以说
,

对设计 来说
,

失稳模式 物 在函

数空间里表现为一个矢量
,

但一旦 占
。

一 ,

或者当 勺 成为
,

失稳模式就从空间的一个

矢量分裂为由矢量 川及 此张成的平面 这种改变是不连续的 但另一方面
,

只要 占
。

充分

小
,

应当可以在精确到高阶小量的范围内将 夕 表示成 川与 此的线性组合

一 全 夕吕 占

和 月可以由瑞利商的驻值原理来决定
,

即

几 一 又 。 十 占。

二二二

不 ,

月
十声

‘二

十 ““ ’ ‘ , ” 夕,
’‘ “

广‘

、‘

展开 式
,

忽略高阶小量并引人记号

娜
一‘

厂
’

舀

一‘夕呈“夕
”

几、行,户

。 一 。 ,一 ,凡” “ ·

则 式可以近似为
兄 二二

丁 ,尹
‘ 日‘二

兄 。 十 理创 夕十 夕,

为了求得这个条件极值
,

构造拉格朗日函数

了 又 了 , 卜 夕 夕, 祥 , 一十 尹, 一

式中
, 拼为拉格朗日乘子 由丫 对

、

口的驻值条件可知

盟
一 “科

”“ 十 、 一

箭
一 “ · ‘“ 十 邓 一 少

或写成矩阵形式

十 拼 「
‘

一

。 飞夕少一 。
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这是一个特征值问题
,

特征值 拜 可以由行列式为零的条件求得

一 二左号业 把刹
十
沂

脚 二二‘子卫
一

丫
‘
子

’ 十

奋

相应于 群
,

的特征向量记成 , , ,

风
,

相应于 那 的特征值记成 。
,

尹
,

它们是满足正 交 化 条

件的
,

即 , 夕口 一 。

另外
,

归一化条件 要求
夕

,

盆 夕盆

利用这样求得的 , , 、 口
,

和
、

吞
,

精确到 而 的高阶小量
,

就可以求得设计 的相应于

失稳模式 殊 几川 风邓 及 八 巧川 几述 的临界力

几 。力 一 又 十 声
左

矛

飞
飞

或临界力的增量
、汀七‘公厅了下少、、、

月

。、一 、 、 一 ‘ 一 ‘“ 。 ‘

注意到 式
,

占又 一 那

即 一群 为从设计 改变成设计 时
,

失稳临界力的增量 群具有两个根的事实很合理
,

因为对于设计
,

最低的两个特征值 又已经不同 当然
,

我们只关心其中较小的一个

敏度 叔 依赖于 而 的事实也就是通常在泛函分析中所讲的方向可导

观察系数
、

和 的计算公式 及特征方程
,

可见对不同的 。 为很小的
、

任意给定的常数
,

不同的设计 。撇 导致相同的特征向量 丫
、

夕,

而特征值 产却和 成

正比地变化
,

进而
,

相同的
、

夕导致相同的失稳模式 八 和 蛤 这个事实几何上可解释

为
,

在函数空间里沿着通往重模式设计 。 的射线上的各个设计点都具有相同的一对失稳

模式 精确到高阶小量
,

而临界力随 而线性变化 我们定义这样的一对失稳模式为从
“

串岑母 ”
“

方回的俘曝谆本
·

弓入极限模式的概念后可以看出
,

相应于重模式设计 “ 的

失稳模式虽然有无限多个
,

但是可以从中选出一对又一对的极限模式 易于证明
,

极限模

式中的每一对均满足归一化条件且彼此之间正交

如何选取成对的极限模式 看来似乎很困难
,

实质不然 在数值优化时
,

经验闭 表

明
,

很难真正求得重模式设计 这一点
,

实际求得的总是 撇 这样的设计
,

它具有确

定的
、

不同的失稳模式
,

对应于两个稍稍不同的失稳临界力
,

这两个失稳模式就是一对极

限失稳模式 精确到高阶小量

四
、

用极限模式表达的临界力敏度及最优化必要条件

在三中
,

由
、 斗 和 式给出的临界力敏度是以任意一对满足正交

、

归一条
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一件的失稳模式 川和 此为基来描写的 现在设想根据从 出发的 占 方向
,

已经确定了一

对极限波形 夕 和 夕
,

一 了

则以 和 为基时系数
、

和

夕
,夕 夕 一 了 节 夕夕

可计算为

一 一‘ 夕
’
占

户一‘ ” 尹,
呈
’‘ ’占 圣

一

千 夕, 夕

产,,︺产︺

一 那

一 一‘ ’ ’

占

一‘ 了 “ 夕, 里” 了 导
‘ ’

几 旦
‘ , 占

︸工‘厂

一 一 内

由式 可见
,

对设计增量 占 及与它相应的极限模式
、 ,

下式恒成立

, 一
,

,

,
,

“·‘

一 斗

这个条件在文献中 曾经认为是很难满足的
,

但我们在前面已指出
,

数值计算中得到的
,

和 占 总是相应的
,

而由
、

及 式可见
,

临界力的敏度仍可如经典变分

法给出的那样表示为
“‘

一
一

“‘

一
。 一

一‘ 夕 ‘ ’占

户一‘ 夕 ‘ ’占

只是要强调一下
,

和 是与 占 相应的极限模式 当然
,

值得注意的是对于一对给定

的极限模式
,

及
,

和它们相应的设计增量 而 并不局限于如三中所定义的从 出发的

一根射线
,

实质上它们构成一个很大的集合 事实上
,

作为定义在区间
,

上的函数
占〔 劝

,

只要满足一个等式
,

它们都具有相同的极限模式

得到敏度表达式 后
,

重复 采用的变分方法和采用重模式提法
,

就可以求

出最优化必要条件为对任意的设计增量 占
,

有

一‘
,

一 , ,
‘

,
’ , ””一 “’”·“一

但是
,

由 不能马上推出
,

其原因是在 中
,

被积函数中与 而 的乘数项是依赖

于 占 的
,

而经典的变分方法中约定这样的项应与 而 无关 但是
,

在目前的具体问题中
,

可以论证
,

积分形式的必要条件 的确可以归结为逐点形式的 条件

首先
,

我们指出存在着一对极限模式
,

其中一个是对称模式
, ,

另一个是反对称模式
。

事实上
,

由于边界条件是对称的
,

最优重模式设计
,

如果存在
,

必然是对称的 给

一个对称的设计增量 而
,

得到一个对称的新设计 而
,

适当选择 阮 可以 使

的失稳模式是单模式的 由力学知识可知
,

作为对称设计
,

它的两个最小特征值 又所
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相应的特征模式中一个为对称
,

另一个为反对称 这样
,

对于这对特殊的极限模式
,

条件

可写为

一 〔
‘一 下 , , ”

’ 下 ,
‘

,”一 “’“·‘一
”
·

下面考虑特殊的设计增量 占

镇 占一 刀

夸一 刀毛 镇 萝 刀

参 刀 一 弃一 刀

一 夸一 刀 镇 一 杏 刀

一 杏十 刃 镇

对。刀。了、

式中
,

为常数
, 刀 为任意小的指定常数

,

任意常数 全〔〔
,

易于验证
,

对这样的 而
,

极限模式
。

和
‘

满足

一
,二

,

,
, ,

。·、

一
。

因而
。

和
,

是和该 占 相应的极限模式
,

式成立 将 归 代人
,

忽略高阶小量

后得到

一‘
‘

一 , ,二
‘

, 了 夕
‘

,
’

‘一 “’“·“·

户一 ,

杏 一 , 夕二
’

舀 ’ 二 夕
’

占 , 一 夕 一 。

该式对任意的 夸和不为零的 和 刀均成立
,

所以有逐点的必要条件
户一‘ 一 丫 二

‘ , 二 ‘ , 一 口

现在的问题是对任意两个相应于重模式设计 的失稳模式 和 各自满足归一化

条件
,

是否可以从积分形式的必要条件 导出逐点形式的必要条件 换言之
,

条件是否对任意的两个失稳模式 和
,

都成立 取 夕 和
,

为基 约定它们是不

同的
,

则
。

和
,

可以表成
。

一 叭 , 风儿

, 了 刀

将
。

和
,

代人
,

求得
一‘ 一 了 圣 二丫 ‘ , ‘ ‘

〔丫 夕 一 二 夕丫

一 了 斌 二夕孟
’

一 夕

伟一

和 式相比较可见
,

一般地说
,

对任意的一对失稳模式
,

和
,

逐点形式的必要条件

中应当增加交叉项
,

即形为
一 ,

一 了
‘ 夕 , , 了 ‘ 夕

’ , 刃夕
‘

夕
‘

一 声
‘

斗

其中 了
’ ,

尸和 刀 为常数 该式也可以从条件 及 用变分法中常用的演算方法导

出 为了节省篇幅
,

这儿从略 注意
,

如果 了 是出现在逐点形式的必要条件

中表示对称与反对称失稳模式参与组合的系数
,

而且 和 正交
,

则 中的交

又项消失
,

条件 恢复为 条件 换言之
,

当 了 时
,

对任意一对正交
、

归一

将 式双方乘以 。
,

并对 积分
,
可知 月一 又
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的失稳模式
,

条件均成立 当 了 粉 时
,

除了对称与反对称这两个失稳模式可

以满足逐点形式的 条件外
,

从 式可以看出
,

也可以找到无穷多对失稳模式

和 满足逐点形式的必要条件
,

只要它们的组合系数
、

夕, 、 丫 和 夕
,

见
,

满足

叭几 一 了 十 眺几了 一 。 斗

文献【 中
,

在寻求重模式最优设计时采用的数值方法就是使用迭代格式搜索这样一对失

稳模式
,

而不出现交叉项 换言之
,

条件 斗 是自动满足的 不过
,

这样的 与 并不一

定互相正交

五
、

结 束 语

本文说明了在重模式最优设计条件下
,

经典变分方法给出的临界力敏度公式 仍

然可以使用
,

但要注意该式中的失稳模式 和 是和设计增量 九 相应的极限模式 虽然

对任意的一对失稳模式
,

应在 条件中补充进交叉项
,

但存在着某些对失稳模式
,

使

没有交叉项的原 条件成立 在文献 〔 中的数值方法中
,

求得的就是这样的一对

失稳模式 推广本文思想到多重模式最优设计是直接了当的 根据本文思想
,

作者们已

经提出用来求解多重模式最优设计的十分一般的序列线性规划及序列二次规划算法
,

算

法的程序实现及数例将是下一步的工作

感谢 钱令希先生仔细地阅读了本文
,

并提出了宝贵意见
,

我们在此表示感谢
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