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粘弹性流体的过渡流动

蔡 扶 时
北 京 大 学

提要 本文研究了两同轴圆筒之间的牛顿流体和 击“ 流休
,

从圆筒开始旋转到剪切

应力达到它的平衡值时
,

剪切应力的建立过程 讨论了“表观 ”和 “真实 ”应力过量现象 结果

表明 流体呈现出“真实 ”应力过量现象
,

并且理论预示结果与实验资料符合很好 因

此建议利用应力过量现象来确定粘弹性流体的弹性参量

前 言

对处于静止状态的粘弹性流体突然施加一个定常剪切作用之后
,

粘弹体内各应力要

经过一段时间之后才达到平衡状态
,

即各应力有一个建立过程
,

而且各应力在这过程中其

量值还会在平衡值上
、

下振荡
,

出现“过量
”
现象 粘弹体的这种过渡流动是它的物质特性

的表现
,

从理论上弄清产生过渡流动的原因
,

及粘弹体的各物质参量对过渡流动的影响
,

可以为确定物质的本构方程提供依据

在某些情况下
,

牛顿流体也会出现过量现象 下面我们将看到
,

它们的这种过量现象

与仪器设备参数有关
,

因此称为“表观
”过量

,

而称粘弹体内的过量为
“
真实

”过量 这样区

分是十分必要的
,

它能更清楚地反映物质自身的特性

近年来
,

一些作者研究过粘弹性流体的过渡流动川
,

本文选取了与他们不同的本构方

程
,

得到第二法向应力差 不为零
,

由于我们 目前还没有测量法向应力差的仪器
,

不能

用仪器直接测量确定粘弹性流体的弹性参量
,

因而本文主要分析剪切应力的过渡流动
,

以

便与实验结果进行比较
,

探寻利用应力过量现象确定粘弹性流体物质参量的方法 实验

是在 和 一

上做出的

理

考虑两圆筒间的剪切流动 如图

筒以角速度 口突然转动 内筒半径为

当 时
,

边界条件为

论 分 析

所示
,

假定内筒固连在恢复系数为 尤 的扭丝上
,

外

, ,

外筒半径为
,

并假定 生止二业 《

一 犷 , “ 犷 一 “ 一花
。, “ 。 一 犷

七
夕 一 夕

‘

一 , 夕 口 岁 少

式中梦表示内筒的转角
,

字母上方的“
· ”
表示对时间 ‘ 的导数 下同

本文于 年 月收到
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可以得到两筒之间流体的速度分布为

、
,,乙了

‘、、

、、扩 ,

夕 口

夕

望 戈 一 少

犷 一
,
·

口 , 一

—
—一 八

牛顿流体

此时剪切应力为
。 一 业连上兰些

一

式中 刀为粘度

由动量矩定律可列出内筒运动方程为

少 一 二梦 二心

式中 为内筒的转动惯量
,

为筒高

初始条件为

图 两圆筒间的剪切流动

、

、尸产、、一﹄少了‘
、了口、、

将式 代人式
,

并令

毋 一 少 一

一 些三幽
犷 一 犷

可得
、了、、了如

了、了、

方程 的解为

梦

少 石 沙 少 一 口

一 。 一 。 , 左 。即 , 。 一 , , 一 鱼卫

式中
、

为任意常数
,

而

, 一 、 , 。 , 一 石 至一 、 ,

由于内筒转角梦的大小可以看成剪切应力 。 大小的量度标志
,

故可从对 梦的分析中

看出剪切应力 , 的状况

当 戒 ‘ 时
,

由式 和式 可得 梦的解为

口 , ,

「
‘ , 、 , , 、 , 、 , 、 , 、 ,

梦 二乙竺二二蕊 嘴 舟 又一 。 以。 一 一 , 一 , 又 卜
‘ 一 ’ 一

由式 可以看出
,

随时间 ‘ 由零增大
, 毋将由零逐渐增加到平衡值 。

当 , 二 时
,

有
、、、少,月二,‘

刁口了、‘、
, 一 士 丫石

,

圣一

从而 梦 的解为

梦 一 一 。 ,

再利用初始条件 可得到

·

口

尤



年

刀 ,

「
, 、

甲

一
一 又一 ”多

一
“

产订
、

刀 」

从式 可知
,

小在达到平衡值之前会出现振荡过量现象
,

并且第一个最大值发生在

一 二 处
,

此时

梦 一 里生旦
。 一 。 二

, 。

斗

图 中画出了上面分析的
、

两种情形
,

可以清楚地看到
,

情形没有过量

现象
,

情形出现过量现象 斗 ‘ 大于 尸 是出现过量现象的条件
,

所以牛顿流体的过

量现象是与仪器参数有关的

了
一

卜
“

冷

哈一卜怡一宁州卜侍一护州冲寸一
秒

一 丫 于 达因
·

厘米
·

秒
‘ 火 ‘ 达因

·

厘米
刀一

·

泊
尸 , 二 厘米

,

厘米
厘米

二 转 秒

尸心 叮 没有过量现象
厉 一 斗 一 ,

一

。‘一一一一一育一一一一一布一
秒

只 ’达因
·

厘米
·

秒
一 丫 , 达因

·

厘米
刀 。泊

, 一 夕厘米

厘米
一 夕 厘米
口 转 秒

尸心 出现振荡过量现象
厉 二 一 , ,

名

图 牛顿流体应力建立过程的两种理论曲线

粘弹性流体

为了更好地描述粘弹性流体的物质特性
,

选用四参量 流体
,

其本构方程为
, 、,

鱼型
。 、 。 十 、 心 一 , 。

‘、
。十 、鱼丝、

乙不

式中 又
」、 又 、 刃。、 产。 为物质参量

, “ 为偏应力张量的逆变分量
, ‘ , 为应变率张量的逆变

分量
, 一

上 为 随动导数
,

并且有

’

己理
’

口

。
旦工竺一丝 了

, 一丝
,

了
口
了 ‘

。 ,

旦丝竺一丝
, , 一鲤

,

口
了
口
了

臼
了

坐
。

号

此时速度分布为
。 。二 , 。口 一 , ,

将式 代人式 并化成物理分量形式
,

得到
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、,,性

、、了

,

口 ‘,, 、 ,

砰
。、 十 儿 一万二油 十 ‘户 万一

,

了 十 凡

黔
一 命 口

口
产
口

口犷

,

了
一 一 乙咖勺

一 一二一一

一 ‘

令
一 。

了
犷。 ‘

黔
一 “ ·

器
一 。 犷

肇
。口

器
口

刃 万厂一
犷

由于 , 。 时流体静止
,

故有

公净

应用式
,

可解得 的解为

由于两圆筒之间缝隙很小
,

故可假定剪切速率 , 评 友为常量 我们还认为应力

建立过程中
,

应力分量
,

和 。

。 一

口口

印

是由定常部分和过渡部分组成的
,

即令

,

十

处
,

仍

了 ,

叭

式中下标含有 ‘ 的量为定常部分
,

下标中含有 ‘ 的量为过渡部分

将式 代人方程组 中
,

并分开定常部分和过渡部分
,

得到

叭 两妙 一
,

一 又左了
, 户。交 一 刀。又咬

丫 ,

一 又
,

友
, 拌。左外 几

, , 。左

、,、,户
、
、了、产,︸,夕

和

, 又,沙, , ‘。

左丫
,

几 , 一 又
,

九 ,

一 又
,

友
‘ ‘。
左

丫 , 又公,

一 又友, ,, 那。友
, ‘

一

容易求得方程组 的解为

刀。拜 。左 ,‘。元交
,

召。 凡,

一 产。 左之

刀。友
, 又,

一 拜
。
一 群

。又友 一 又
拜。 凡,

一 拼。 友,

刀。左 群。又友
,

斗 ‘。 又,

一 拜
。

友

若令



年

左了。
。
一 。

。

功 一 一 从
’

、

二三二
丫 拼

则可求得微分方程组 的解为

、

一凡
一

护、又

,苦

一 、 , 、

一 一
‘ ’ 一工 十 “

工 功才

召 田

功才

、、、户

一几
一

尹、

,盆落

— 功
仔

一 召 功

厂‘万、

将式
、

式 代人式
,

即得到 。 、 。。 和
, ,

再应用式 定出常数

‘ ,

和
,

最后得到

,

十

几
,

十

。 ,

一 一 一
, 几

了

一
, , 一 一 丫八

,

一 一 ,

,

一
,
。。

一 二 一贪
二 ,

一 一 一
,

厂 ‘ 一 一 一 、
个

—
一 了 , 功

门一 “

, 几 一
, 。。 田才

」
·。 一贪

,

十
一 一 。

, 了

召

,

一 。
、 , 一 一 八

卞 气

—
一

, 田
, 一 召

’阳

垒二竺匕二竺边
召

‘

一 ⋯ 一会
从式 及式 一 可以看出

,

第一法向应力差
, 一 一 ” 与第二法向

应力差
二 一 。 一 都不等于零

, , 、 , 和 、 都有建立过程和过量现象
,

并且

它们的过量现象只与物质参量有关 图 中画出了不同物质参量
,

不同剪切速率下 动

礴
’。

秒

刀。
, , 又 , 又 ,

声子。 , 尤

夕 一
’
一 一

才 一

秒

刀
,

几, , 又, ,

拼。 , ‘

,

一 、

斗 一

图 粘弹体应力建立过程的理论曲线
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的建立过程

实 验

牛顿流体

用几种标准油
,

在不同剪切速率下进行实验
,

得到的结果类似
,

图 斗中画出其中两种

二吕 秒

盛 秒
一

吞二 秒
一里

一 奋 秒 ,

一涛 秒
一

沽 ,

咨二 秒
一几

汤‘ 仍 秒一

盛 秒
一

缺画凹泪
久联坦皿奴匕

秒
秒

样品 户 油
密度 。

·

克 厘米
’,

粘度 刀一 厘泊

样品 力七

密度 户 。 克 厘米 、
粘度 刀一 厘泊

图 牛顿流体应力建立过程的实验曲线

从图 斗中可以看出
,

两种样品都没有出现过量现象 在迸行这些实验的设备中 二

达因
·

厘米
, ,

达因
·

厘米
·

秒
, ,

一 斗 厘米
, , 一

厘米
,

一 厘米
,

可以算得
,

在这种情形下 尸 斗 ,

故不出现过量现象
,

这是与上述理论分析相符合的 与图 。 比较

粘弹性流体

用径乙基皂仁
一硼砂冻胶

、

田蓄
一

硼砂冻胶等多种样品
,

在不同剪切速率下进行实验
,

都看到了过量现象 现以经乙基皂仁
一硼砂冻胶为例

,

将其实验结果绘于图 , 中
,

与图

比较
,

可见与理论分析相符合 由牛顿流体的实验可知
,

仪器不会引起过量现象
,

所以粘

弹性流体实验中出现的过量现象是它的物质特性的表现

人兴回︶曰奴︵份︶﹄

一
加久架国︶叨妈愁

。 一一一一一赢产一一一一爪而一 卜一一一岌护一一一端二
粉 秒

样品 羚乙基皂仁一硼砂冻胶 样品 轻乙基皂仁一硼砂冻胶
天 斗 秒

一‘ 友 秒一‘

图 粘弹体应力建立过程的实验曲线

为了给出确定物质参量的例子
,

我们还绘出了一种样品的剪切应力 川 与应变速率

左的关系曲线 见图 和粘度函数 交 〕劝 与应变速率 是的关系曲线 见图
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刃。二 占

奋

样品 经乙基皂仁粉十

硼砂 , 交联比 弓

样品 径乙基皂仁粉 十

硼砂 , 交联比

图 ’ 与 夜的关系曲线 图 刀与 友的关系曲线

物质参数的确定

在 式中
,

令

丙 又
,

一 丙

一 又籽。

则可得到粘度函数

刀 友

由式 可知
,

当 及” 时
,

以及当 左 时

刃 友

, 。 友
,

入左

刀 友 、刀
。

分 刀二
刀

所以可将图 中的曲线向左延伸
,

与 刃快

渐近线来确定 从而得到物质参量 又
, , 又 , 刀。 ,

几

轴的交点值就是 叮
。 , 刃

那。 满足的关系式之一

刀。勺

凡,

一 拼
。

从物理特性上考虑
,

对于大多数非牛顿流体
,

可以得到下述关系式 〔

伪 丙

、

丙 立 几

丸 儿

又 又 一 又 ,

一 。

可由曲线向右的

式 至式 是四个物质参量要满足的关系式
,

由于其中一些是不等式
,

所以它们

仅给出一些限制条件
,

还有一定的任意性
,

只有将理论计算曲线与实验曲线拟合之后
,

才

能确定各物质参量
,

我们用上述办法确定了前面提到的经乙基皂仁
一
硼砂冻胶的物质参量

,

得到 又
,
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又 一
, 产。 斗 , 刀。 一 夕 图 里绘出了经乙基皂仁

一
硼砂冻胶的理论曲线与实

验曲线
,

从图中可以看到用上述方法确定的物 元
。

质参量代入理论公式计算的结果与实验结果符

合较好

—
一 实验脸线

一

一 理论曲线

结 论

从上述理论分析与实验结果
,

我们可以得

出如下结论

牛顿流体里的过量现象是表观的
,

它是

由仪器设备的参数所引起的

粘弹性流体里的过量现象是真实的
,

它

是粘弹性流体物质特性的表现

秒

样品 经乙基皂仁粉 硼砂

交联比

图 理论结果与实验结果的比较

可以利用应力过量现象来确定粘弹性流体的物质参量
,

这是一个有效的方法
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