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计算三元自由表面孔口水流
丁 道 扬
南京水利科学研究所

捉要 假
了

之为理想势流
,

应用有限单元法计算了三元孔 口水流 基木函数是速度势 为

确定自山表面位找 未知流量和孔 口 出流边线
,

本文提出了一种迭代解法 数值试验指出
,

当

。
·

有好的收敛解
,

但 则变差 算例表明
,

计算沾果与试验值软吻合

一
、

问 题 的 提 出

水利水电工程巾
,

通常遇到的孔 口水流可近似假设为理想势流
,

适合应用有限单元法

求解 这类孔 口常具育待定的自由表面和未知流量
,

具有非线性特征
,

要设法迭代求分户

目前二元孔 口 的计算研究已取得不少成果 一
,

但对于三元孔 口问题
,

文献报道尚少 ,汤

年
‘

。。 、 和 曾用三元方法计算了已知出流边线下的圆形薄壁孔 口形状的出拐司

题 「 ,

对于三元孔 口水流
,

各种基于流函数求解二元自由表面和未知流量的迭代方法已不

能直接引用
,

应探求基于速度势求解的迭代方法

由于自由表面边界应满足为流面 线 和压力为零两个条件
,

从如何满足这两个条件
,

通常可归纳成三种可能的迭代求解途径

先使假设的近似自由表面满足流面 线 条件
,

而后按压力条件调整得高一次近似

自由表面

和上和反
,

先满足压力条件
,

按流面条件调 准

自由表面两个条件在迭代时同时满足

这三种求解途径
,

均应设法使之适应未知流量的求解和孔 口出流边线的确定 第三

种途径是从可变域变分原理出发
,

使自由表面两个条件能同时满足
,

由于非线性仍要迭

代 二元水流可基于流函数求解
,

通过对自由表面的流函数取极值从而得到求解未知流

量的方程 〔习 但对于三元水流应基于速度势求解
,

带有未知流量的可变域变分形式不易给

出
,

同时还难以适应高次单元插值模式的采用

和 认为第一种求解途径无法给出近似自由表面调整的正确算式
,

仅适

合渗流问题
,

因而他们在文献 〔 中采用了第二种求解途径 这样在解近似流场时
,

要事

先强迫出流边线上满足压力条件
,

只适合已知出流边线的求解
,

同时还会遇到在出流边线

处出现两类边界条件衔接的困难 〔

本文提出了一种基于第一种求解途径的计算三元孔 口水流的迭代计算方法 这种方

本文于 年 月收到
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法的关键是给出近似自由表面的正确调整计算公式

二
、

定解问题及求解过程

至至奎妾 句 二

户
兰二
一

片是在

丁卜“土

、、、,护、,矛、,,且,‘门连月侧、少了、
沙了龟、了气、了‘、了、

图 求解间题示意图

如图 所示
,

采用速度势 甲求解
,

给定上游水深
,

可给出如下定解问题

甲知 一 。 在‘ 内

阴一一
。一
一一

吼
, ,

甲
。 ,

一
, ,

一 斌 。 , 、一

式中 为 面积
,

为表面法线方向
,

为表面梯度方向 一旦 甲解出
,

就不难求得全流

场的流速及压力分布 为把表面结点流速和流量 建立直接联系
,

以便未知流量的求解
,

同时也便于程序的编制
,

设

甲 一 币

则定解问题 〔 可转化为如下形式求解

⋯甲
,

孕一 在 口内
、尹、、、、,、了,,

‘

,白,,
百、工门闷‘‘二

厂、、了、了、

币
, ,

一

币
,

一

川 动
。 ,

” ,

,一

’

甲 , ,

, , , , 。 、

一丫 艺 又月 十
一 乙 一 少

根据问题 【川 的形式
,

采用上述第一种途径
,

其具体求解过程是
一 、

先假设初始近似自由表面 的位置
、

出流边线 位置及流量

使 先满足流面条件式
,

求解 一 式所确定的定解问题
,

简称近似流场

的求解

根据近似流场的解
,

确定高一次近似流量
、

孔 口 出流边线及自由表面位置

以此重复
、

两步反复迭代求解
,

直到获得满意的收敛值为止 这种迭代求解的实

质
,

是把具有待定自由表面和未知流量的可变域非线性问题
,

转化为已知自由表面位置和
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流量的固定域的线性问题迭代求解

三
、

等参元解近似流场

式 一 所确定的定解问题
,

等价于下述泛函取极小值的变分问题

甲 」 二
一

产

二 〔。 、一 “ 一
是·

采用 结点的空间等参元来离散流场解 式 这种单元容易实现自动编元
,

用少

量的单元即能较好地拟合弯曲的几何边界

洲洲洲洲

图 等参元示意图

如图 所示
,

为局部坐标 “
, 叮 ,

妇 下的立方体单元
,

棱上各结点为各棱中点

图 夕为整体坐标 二 , ,

的 下的实际单元 建立下式的插值关系

,‘

甲 凡
“

艺二

“ 分别代表 币及
、 、 , “‘ 为相应各结点值 形函数 ‘ 为

, 叮 ,

妇 的已知函数 式

所确定的变换关系
,

使正方体的局部单元和曲棱六面体的实际单元
,

在几何形态上建

立了明确的变换关系 应用一般的方法
,

就不难形成单元矩阵
,

通过叠加形成总体矩阵
,

从而得到 阶的线性代数方程组

币、 一 、

【 是正定对称的稀疏矩阵
,

用
一

法求解 在形成单元矩阵时涉及到数值积分
,

采用

通常的三维高斯数值积分方法
,

积分点取
’

个

四
、

高一次近似量的确定

流里

文献〔 指出
,

孔 口附近流态对流量起直接控制作用
,

故这里把孔口 出流边线压力为
尸 、

零条件作为求解高一次近似流量 夕计 的物理依据 考查出流边线 上 结 点
,

因

次近似流场下的自由表面及流量处于近似值状态
,

点压力不为零
,

有一剩余压力水

头 劲
‘ ,

其值可由伯努里方程给出

、

、 二 ,

口, ‘

几— 月 一 衍 一 一几 气’ 一 少了 ‘
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一一一一 ,, ,

荞 为 ·
次流场解得的 积 值

·

若把卿 看成是
夕的函数

,

故上式以断℃替俨 让

一
、

上全部 个结点在平均意义下使压力为零
,

设
、

令健丫
州

二

从而根据 取极小值条件华 一 。,

可污歇

一厂厂丫
口‘

, ‘, 一 了呀、 忿 一
汀卜 ,

典
彩
卜
了

孔 口出流边线

一
、

一上面计算 夕“ ” 是在已知 对 位置下讨论的
,

严格讲 对 不一定就是孔 口 出口上

经固定边界的横向边缘线
,

应通过计算加以确定

采取在每次迭代时
,

先固定侧缘点 对
,

由 对 点出发找一条等压线
,

使其压力均为

点压力
,

这条等压线即为高一次近似的孔 口 出流边线 这样再用上节方法推求 酬
” ,

便

可保证新的出 线上各结点 卿
‘一致 于零

·

应指出
,

固定 点得到的收敛解有时还不一定是真正的出流边线 这时应把 点逐

渐向上游移动重复以上迭代
,

直到收敛的自由表面刚刚不超过孔 口 上缘固定边界线为止
,

才是最终解答

自由表面

考查真实自由表而某点
,

流速水头及落差均应是该点法向位移 。 ,

的函数
,

分别记

、、了
‘

、夕八,山,‘吸、了、之 ,

了 一 卫 一
左

该点垂直位置坐标 “ 与 。 关系为

一 一 。 日
·

。
为

,

时 。 值
, 日为自由表面法向与垂直坐标方向的夹角 由伯努里方程知

,

自由

表面为零压
,

有 一 若在这种平衡状态下给一有限法向位移
,

则处于不平衡

状态
,

矢 二 因 是一小量
,

对 及 沙 分别
”

展开
,

略去高阶微

量
,

不难导得
二 一

’

一
’

上式表明
,

给定 劣 后
, ‘

与 厂 的不等式关系
,

决定了 劝 与 。 的不等式

关系
,

即决定了不同的自由表面的位移性质 进而表明自由表面存在着某种流态的差异
,

不同流态具有不同位移性质
’

与 ’ 的不等式关系
,

即应是二元或三元自由表

面重力流流态的判别准则 沿用一元水流流态名词
,

注意到
’ 、

厂 均为负值
,

这

利
,

流态的判别准则为
’ ‘ ,

或
’ ’

为急流
, 刀

’ ‘ ,

或
‘

’ 为缓流
,

二者相等为临界流 容易证明
,

对一元水平重力流动
,

由上述
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判别准则可导得通常以福氏数
,

所表示的相一致的流态判 别数
,

即
,

为急 流
,

,

为缓流
, ,

一 为临界流

不同流态具有不同的位移性质
,

对近似自由表面的调整是重要的 若处于近似自由

表面状态
,

对某考查点
,

其流速水头和落差显然也是法向位移 三
, 的函数

,

记为 厂 牙
,

和

了牙 由于 厂 斗
,

调整 牙后
,

使 厂 劝 一 了劝 认为近似自由表面泣置 与真实

状态偏离不大
,

厂
‘

与 尹
,

及 ’ 与
’

。 有着同号的不等式关系 容 易证

明
,

调整值 牙由下式决定

厂 一

厂
’

‘ 一 厂
’

式 表明
,

在急流时有 户
‘

了
‘ ,

当 户 子
,

则 牙 当 厂 、 了
,

则 牙 。 而缓流时调整值 牙的方向显然刚刚相反 说明近似自由表面的调整 公须考虑

到流态的差异 由上式还可见
,

在临界流时
,

分母为零
,

不易得到收敛结果
,

须作特别的处

理川

要建立 毖的具休计算式
,

关键是如何根据 次近似流场解
,

给出表面结点流速的函

数关系 歹、 牙、 为简单起见
,

这里仅讨论自由表面水平时情况
,

即式 中 。一 。
,

当

矢 时只差一个角度关系
,

可类推出来

自由表面

’ ‘‘

, “面 介
‘

万
沁沁

厂厂刃刃

图 流面示意图

如图 所示
,

在 。 次近似流场下设想有一流面
,

形成图中阴影所示的表面流层 引

人待定系数
工 ,

通过表面流层的流量 △ 为

△ ,

考查 点
,

因流量沿过水宽度 , 分配可能不均匀
,

引人修正系数 伪
,

则通过 ’ 的单

宽流量 ‘ 为

△ 一 二

丫‘ 一 “ —一
“ “万 刃一 一 “ “

咨 叮 君

乡 ‘

又因流速沿 ’ 分布可能不均匀
,

引人 价
,

则 。 次近似流场表面流速 。可表示

。

一是 一
认为近似自由表面由 街

。
移到 忿‘ 处

,

其表面流速
优 、才二 , ,

有

叮‘

名 ,

一 之

百
。‘ 仍具有上式类似关系

,

并设

护
, 。
一 一止纽一

一 之
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、了
‘

、厂八曰,了︸内
了‘、了‘

因近似自由表面法向位移 牙
,

水平时有如下关系
‘称 一 街 一 毛

。

以式 代人式
,

并考虑到式
,

则得
、、井

一名十
护 、‘ 一 。污 懊

从而有
二 、

户 又才 少 —
穿

’

‘兰三兰乙 元

不难给出

了牙
、

因处于 的 次近似自由表面状态
,

达平衡状态

一

器 一
‘才· , , ,

厂 笋 了
,

应给一法向调整值 刃, 即 牙、 一 元
,

使

厂 牙, 一 了交
、

上式是 牙‘ 的三次代数方程
,

存在两个有意义解
,

即急流解和缓流解
,

可用 式来推求

称 这里还可采用另一种方法
,

对上游缓流
,

有 户
’

】

厂 一 了牙
‘

尹
,

采用如下迭代方法

由此可解得缓流调整值 元
,

元 十 几
一 。一一

口口口口口口口口口 门门门门门门
口口口口口口口口 口口
口口口口口口口口口 曰曰曰曰曰 口口
口口口口口口口门门门 丁丁丁丁 日日曰曰
口口口阪阪门门口口口口压压引引口口口口门门门门
口口口限限习习门门曰曰厂厂刀刀口口口口 曰曰口口
口口口圃圃口口同同日日厅厅月月门门门门门门曰曰门门
口口口口口丙丙哪哪汇汇汇门门门门口口门门门门 门门
口口口口口口口团团下下

、、、

日日习习口口门门门门 口口
日日日日 图飞飞浩浩月月队队习习口口曰曰曰曰目目国国】】】】】 了

口口口口 早早石石尸尸洲洲厅厅刃刃万万门门门门厂厂门门
口口口口 百百日日厂厂刊刊丁丁丁口口门门口口口口口口
口口口口 〕〕日日日 习习丁丁万万口口口口门门曰曰口口
口口口口口曰曰曰 刃刃「「「日日门门门门口口口口
口口口口口口口门门日日日日曰曰曰 日日口口

己︵‘忿

图 斗 值对收敛影响

一 一 “ 一

一 已一 二
。

一一 △一一
一 。 一丫 一

。 一

。

二
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同样孔 口下游为急流
,

有 户
’

的 了
’ ,

采用如下迭代方法

户 牙 了

由此得急流调整值 元
一

哑一牙
汉 ,

门君十
,‘

计算中要事先给出 ‘ 值 通过数值试验表明
,

对 ‘ 值要求不严
,

因此可以不区别

结点影响
,

仅需采用一个统一的 值表示
,

这里称为综合调整系数
,

类似迭代法求解中的

松弛因子 图 是针对 号孔 口的数值试验结果
,

表示了 。 值对解的收敛影响 图中可

见
,

簇 能得到收敛结果
, 。 值越小越保证收敛 值加大可提高收敛速度

,

但过大
,

如 “ 。 则发散了

五
、

算 例

为验证计算方法
,

分别对四个实际工程的泄流孔及我所深孔体型研究 等五种不

同孔 口体型进行了计算
,

分别编号为 一 各组均布置 个单元
,

约 个结点
,

流场

各横断面均布置成相等的结点数
,

以便自动编元
,

每组计算仅需输入大约 知 个数据 因

形成等参元单元矩阵占时间较多
,

在每次迭代时只形成因自由面调整受影响的那些单元

矩阵
,

能有效地减少计算时间 全部计算在我所
一

机上进行 各组算例取 一 一
。 ,

具有较好的收敛结果 控制两次迭代的流量相对误差在 以内
,

约需迭代 次
,

总计算时间约三小时

因篇幅所限
,

这里仅给出部分典型计算结果 图 为 号孔的自由表面的计算结果
,

系孔中心线的形状 计算表明
,

对自由表面初值没有苛刻要求 在内图中还给出流量
、

自

︵︵盯︵许︵

子子子子子子子子子子子子、
材 五尸尸尸尸尸

厂厂厂下丁习二甲州 竹
。。。。。。

。

阮劝州州洲
·

“ 一‘“““

骥骥异譬翼票狱二

产产

才才才才才
旨 了矛乃

一一一

仪仪产产一
、

,,,,,,

一 务
一、、

一一一一一一
厂 厂厂厂

丫丫丫丫享享
绝绝绝绝

匆

华

最终收敛不汽

,“二 ‘ “‘

二

门
,

图 号孔自由表面计算结果
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由表面位犷及压力在固定考查点上的收敛情况
,

可见有较好的一致收敛性

图 为 号孔自山表面计算结果 可见最终算得的孔 口 出流边线
,

并不是过 的横

向边缘线
,

而是在侧边从 点即分离
,

中心线上从 点即分离

各组流量的计算结果列于下表

孔 日编号

相对有压 长
一

心 方 一
。

门
一 秒 。 ,

、 , 一
丁 ,

‘。一 试 、少试 一

丁丁 一一

—沿孔中心计炸位
一 沿闷敬二左墙计算值

一丽长乳里
刃 召

轰一一下 下

图 号孔自由表面计算结果

「

干干一一一 口口门门门门门门门门门门门门
厂厂口口口口 厂厂厂厂厂 「「「「「
狡狡狡狡狡狡狡狡狡狡狡狡 口口口口 口口
训训训训训训训训训训训训 口口口口 日日

一一

侧侧
一一一一 日日日日日日 门门口口厂厂厂厂门门
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, 二 试验

二 试验

又

图 号孔坝面中心线压力计算结果

一 三元计算
,

二 试验

图 号孔孔顶中心线及角隅压力计算结果

一 三元试验



第 期 丁道扬 计算三元自由表面孔 口水流

由表可见
,

计算和试验相比
。

流量误差一般不大
,

仅 号孔偏大达 多
,

可能由于有压

段长与孔高比较大
,

以致阻力对流量有明显影响

图 及图 为 号孔的坝面中心线及孔 口顶部的压力分布计算结果 图 上图为孔

顶中心线
,

下图为孔顶角隅的压力分布 可见计算和模型试验结果二者基本吻合 图

上图还标明了二元和三元计算结果的差异
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