
边界层的一个新的级数解
刘 钮
西 北 工 业 大 学

提要 本文以文献〔月所给出的变换为基础
,

导出了 边界层摩擦应力的一个新的级

数解 和 级数解相比
,

新级数有着较好的规律性和较快的收敛速度
、

本文根据已知项

所提供的信息和分离点的特性
,

得出了级数通项的表达式 以这一通项估计余项
,所得结果与

‘
的准确解相当吻合

·

本文实际上以一个简明的实例 ,说明文献〔‘〕所提出的变娜修会给边
界层的研究和计算带来一定的好处

一
、

引 言

在文献 中对主流速度为 劝
。 牙一 护 时的边界层求出了摩擦应力

和位移厚度的准确解 它是具有驻点和分离点的边界层的为数不多的准确解之一 由于
这一边界层与一般绕流柱体的边界层有着一些类似之处

,

所以
, 。的准确解

,

特别是摩
擦应力的准确解

,

可用作检查某些近似解法近似程度的标准即 , 在求解这一边界层

时
,

应用了著名的 级数 由于该级数仅有六项为已知
,

所以需要对余项进行合理

的估计 所处理的级数为

, 今
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其中 为摩擦应力
,

为运动粘性系数
,

为某一特征长度
, 。 为某一特征速度

,

纵向速度
,

耘 分别为纵向和横向坐标
, ‘

为余项
,

一 兰
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在压力最低点
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一
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,
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在分离点的临近
,

例如 牙 “ 处
,
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文献 〔 引人了新的变量

,

将边界层方程变为一种新的形式 本文以这一变换为基

础
,

得出了摩擦应力因子的一个新的级数解 它显示出明显的规律性和收敛趋势 文中

根据其已知项所提供的信息和分离点的特性
,

对余项进行了估计 此外 ,新级数的收敛速

度较之 级数也有了明显的提高

木文于 年 月一比到
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二
、

新的级数解法

文献【 在引人新的自变量之后
,

将经典的边界层方程式变为

,、月声、刀了、,

︸、么曰钾﹃,了、了、叮、、、
产了、

, , ,

生 杏
, ,
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,

动 以下面的形式与流函数相联系
沙 斌而丁 ‘

, ,

纵向速度的无因次形式为

摩擦应力的无因次形式为

其中九为壁面摩擦应力
,

对于 边界层
,

‘ , 一
豁
一

拐以
“

, 。, 一 、

为当地雷诺数
, 甲为摩擦应力因子

如设

。 王一 护

王

亡夸 一 梦一 杏十

杏
, , 一 艺 一 舀‘ , 一 艺

‘ , ,

, 一 , , 互
,
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一

斗少

则

本来
,

将
、

式代人 式
,

得出一系列常微分方程式
,

在边界条件 下求解这一方

程组
,

即可得出六动
、

石动 和 厂
,

从而得出所需要的级数解 但是
,

对于本文所讨论

的具体问题
,

利用 “对比法 ”的
,

即可十分方便地根据 韶 级数的各个系数求得新级数

的各个系数
,

显然
,

这样还可以保证所得的系数与 汉训 级数的系数具有同样的准确

度
,

从耐舞为清楚的显示出新自变量所带来的好处
、

一因粼和 式和 式
一

,

可得
秘 杏 产了 ,手

, 一丫藏 甲 一丫了 几
, 杏

, ”

或者 习 护
· ‘

旅
, 一 ‘ ‘一 护 备叉 “

‘

丁
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将 孟表示为 三的数级
,

比较 式两端 牙同次项的系数
,

可得

二
’ ‘

,

今孰
蟀
一

认之飞下

,

。 一粤
艺

“ , 音““ , 一

’。, 一叔
, 犷‘ , 音”

’

, ‘
‘

”, 一 ”

石
’

一

二
’

一
,

一 一

由此可有

, 一 艺
‘ ’

一 , 一 , 一 , 一 护

一
‘

一 ‘,

其中 表示余项

在压力最低点 又
,

甲 一 一 一 一

一 一
· · ·

在分离点的临近 例如 几 处

甲 一 一 一 一 一 一 一
一 一 一 ⋯

可以看出
,

与 一 相比
,

一 显示出良好的规律性和收敛趋势
,

便于我们进行

余项估计
如所周知

,

由于在分离点处出现奇点 ’
,

级数将不再收敛 在估计余项时
,

除了已知

各项所提供的信息之外
,

这一事实应作为一个重要的条件

仔细考察 式
,

发现该级数的通项可以表示为

““ ”,飞
一

尧声
其中互

、
八 为待定常数 这样

,

式即可写成
甲 一 几一 几二一 又, 一 三‘

一 。
·
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零万击歹令
‘弓

、声、、月,一、,﹄‘了火
户‘、

显然
,

当 ‘ 时
,

上式是一个收敛级数
,

其收敛半径为 几 人 ,

我们根据已知的系数和分离点的条件

玉
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另外两个已知系数可以用来检查通项表达式的准确程度 为此
,

将 代人 式
,

并令

一
、 ,

可得

二
‘

一 ,

’ 一

与已知的准确值一
、

一 相比
,

误差仅约 , 拓 由 可知
,

即使在级数

收敛速度最差的分离点临近
,

余项也只占级数艺 从 厂 、 , ””的一小部分 约

,“多 这样
,

余项估计中 多的误差只能给级数艺 侣
’

带来大 约 ” 的 最 大 误

差 考虑到这样的情况和级数的良好规律性
,

我们可以相信

甲 一 又一 护 一 护 一 又

一 。。。 , 一 女 卫卫丝丝乙仁主 丫
丫 一 ,

·

卿

是摩擦应力因子的一个比较准确的表达式

三
、

三种级数解的比较

除了 级数之外
,

另一个著名的级数解法是以
一

吻 变换为基 础 的
刀 级数解法 对于 边界层

,

按照 级数
,

我们有
·

探
一

字
‘’尸‘ 。’

一 占一 护一 梦

一 梦一 舀一 ⋯
其中

一 爪劝‘ 王 护一 生 矛

,
·

目匀
·

犯川州
认叙民

砚

之

’那“器
灼咖

,

心 、、那

石

图

‘一一一 准确解 ,

万 肠。 认公 。触 。声 灭卯石刁

三种级数解的比较
刀‘ 川画 六项级数

,

“‘一一 份 六项级数 , 肠 本文六项级数 ,余类抽
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云 荃 王一 护
‘ 一

我们将按照 巍 级数
, 份 级数

,

本文提出的新级数
,

三种方法所求得

的结果加以比较
,

示如图 和表

衰 三种级数解的比较

乃 本 文 级 数 准确解
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由表 可以看出
,

由本文 式所得结果与 的准确解基本一致 由表 和图

可知
,

如果均取前六项和
,

则本文级数的准确度最高 按前六项和所得分离点位置分别

为 三
。 , ”

,

元卢 “
, 牙, 。

“
,

也以后者与 的准确值 最为接

近 考虑到 级数的收敛性较差
,

图 只对 级数和本文级数在分离点

临近的情况进行比较 可以看出
,

不仅 的准确度高于
,

而且 的准确度也高于
,

甚至 的准确度也与 相近 这表明新级数的收敛速度明显地高于 。 级数
。

由图 粗略估计
,

曲线约可与 重合
,

亦即为了达到 的准确度
,

级数 尚

需增加两项 这需要在已经解出 个微分方程式的基础上再逐次求解 个常微分方程

式

四
、

结 语

以上的分析计算表明

新级数显示出良好的规律性和收敛趋势
,

便于进行余项估计
,

以提高解的精确度

对于所讨论的问题或与之类似的问题
,

本文级数的收敛速度高于 , 级 数和

级数

根据新级数已知项所提供的信息和分离点的条件构造通项
,

以此通项估计级数余

项
,

所得结果与 盯 准确解基本一致 这种方法似可考虑用于类似问题

本文以一个明显的例证说明文献【 所提出的变换可以给边界层的研究和计算带

来一定的好处
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