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提要 本文在有限封闭含水层系的普遍情形下求得了解的结构 , 对均质的圆形地层中有

一 口圆心井的典型情形 , 则获得了问题的精确解 本文对地下水资源的评价和利用问题
,

多油

层油田的开发问题具有重要的理论和实际意义 , 同时 ,

可以作为解决大城市地面沉降间题的一

个方面的理论依据

越流问题在地下水资源评价与利用中居于突出地位
,

它是正确评价地下水资源的理

论基础 年 和 发展了有关越流的新理论
,

被认为是现代水文

地质学中地下水动力学理论的重大进展
,

并有重要的实际意义 和 的

解是对无限大含水层做出的
,

并且假定弱渗透夹层中水平方向的流动可以忽略 刘慈群山

则用平均值法研究了有限封闭含水层系中的类似问题
,

求得了越流量和平均地面沉降量

本文用类似文献 中的思路和做法
,

在对弱渗透夹层中的流动不作任何假定的情况下全

面求解了有限封闭含水层系中的渗流问题
,

在普通的情形下给出了解的结构
,

据此可以求

得整个系统中的储量
,

并用平均值方法求得了总越流量和地面平均沉降量 对均质的圆形

地层中仅有一 口 圆心井的典型情形
,

则求得了问题的精确解
,

从而解决了越流问题和层间

干扰问题 并且由于给出了压头随空间和时间的变化
,

不仅可以预测地面平均沉降量
,

还

可以预测为人们所更加关切的因沉降而引起的地面倾斜度

一
、

问 题 的 提 法

设有一边界为任意的有限封闭的承压含水层系统
,

它包含两个含水层和一个弱渗透

夹层
,

边界内有任意分布的 口井
,

包括产水井和回灌井
,

这些井只钻开含水层
,

并各以

涌水量尹 一
, ,

⋯
, , 生产 为正表示产水井

,

为负表示回灌井 图 含水

层 中压头的降低将导致含水层 和弱渗透夹层中的流动
,

因为含水层的渗透性远大于

弱渗透夹层
,

所以含水层
、

中的流动可看作是水平的 此时
,

有限封闭含水层系中的渗

流由下列方程组描述
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本文于 年 月 日收到
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, 。。

丝
刀 ‘竺

“ ’ 待定 一

。 一 一
,

,

⋯
,

初始条件是
, ,、 一 。 ,

夕

一。一 。 ,

,二。一 二 , ,

此外还有衔接条件
二一。一

, ,

,

】一占
,

一
, , , ,

其中 是降深 友是渗透系数 产 是储水系数 是地层厚度 下标
、 、

分别表示该物

理量是含水层
、

和弱渗透夹层的 反
、

畏
、 产 、 那 都是

、

的函数 及
、 那 则是 二

、 、

的函数 。口 表示地层外边界 。口吵表示第 口井的井壁 , 表示边界的外法线方向

二
、

当各井的产水量或灌人量恒定时的解
水

求如下形式的解
, ,

一
, ,

一
, , ,

其中
, 夕 , , 夕 , , , 夕 ,

, 夕 , , 夕 ,

, 夕 , 夕 ,

一 二 , 夕 , , , , , , ‘

是下列问题的解

与文献 「 中第三节的做法完全相同
,

在本节所得解的基础上
,

应用 原理便可得到各井产量非恒定

时的解
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二 , ,

。 竺

一 , , 夕

, ,

一
,

这样
, , “ , “ 仍然适合定解问题 一

,

但边界条件已被化成为齐次的
,

而

初始条件化为
, 一 一 , , ,

将 占 乘式
,

乘式
,

然后相加
,

并沿整个面积口积分
,

再由 公式
,

并考虑到边界条件 斗 、

力和
,

立得
,

子
,

子
,

弓, ‘ 、 , ,

川 友长华 一 友普三 口 乞 宁
‘ , 口 ,那 解 。

少
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把式 沿弱渗透夹层的整个体积积分
,

应用 公式和边界条件 夕 后

得
,

子
,

口
, 。

「”
左,

嚣
, 一吞 一 左,

嚣 ⋯
一。

」口 一 “
。
一

“ ‘““。
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,

可定得 口为

艺 。
好‘’

“一

一 导一一乡“ ‘ ” 。 “ “

」口

令
“‘一 。一“尺 ,

则 、是带等位面边界条件的特征值问题的解
,

即求 ,适合问题
,

但方程 一

的右端项中的 口分别改为 又 ‘’一
, , ,

边界条件改为齐次的

此特征值问题的弱形式是求 及相应的非零向量 一
, ,

凡丫 。
,

使得对

〔 有
, 又 ,

其中
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尺
,
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易见
, ,

, , ‘ ,

一 当且仅当
, ,

犷
,

是常数 因此
,

又 是特征值
,

而相应的特征函数是 之

现考虑 中 的正交余子空间 〔 , ,

刀

应用 淤 空间的等价模定理川
,

不难证明
尺 弃一 丫

,

尺
,

尺

与 “ 等价
,

即存在正常数 , , 。 ,

使得
。 《 清镇 材

因此
,

在 上
, ,

,

一 青
, ,

】石 。 , ,

即 。
,

是对称正定二次形式
,

而由 嵌人定理
,

从 一 是紧的
,

这里

甄 一 一 、 , ,

丫
、〔 。 , 〔 口 , 〔

、 、 一 ‘·“ , ,“·‘ , ,‘·‘ ,‘·

于是
,

特征值问题 具有下列性质〔习

存在无穷多个特征值 又。镇 又
,

成 又 簇 ⋯ 又。 ⋯
所有特征值 又

。

妻
,

且有 又。 十

相应于不同特征值 编 和 又
,

的特征函数 , 和 凡 正交
。二。

, 二
。

一 占 。 ·、、·、, ‘ 。 。 ·‘·‘ ,

口 刀

’

妙
一“ 。 一‘·‘ ,““

特征函数系
, ,

⋯是完全的
,

假设
。

已经过规一化
,

即 凡
,

凡
,

那么

一 艺
,

风

这样
,

我们得到
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一艺
一‘ ,‘ ,

尺 凡

其中
。 ,

, 一 占
, 。一 ,

, 。 , 、·‘ , ‘ “ 。一 , ,。 ,“·‘ ,

刀

’ “ 一 ‘ ” ,‘·‘’‘“

把
、

代人 一
,

我们即得到了有限封闭含水层系越流问题 一 劝
,

当各井的产水量 或灌水量 各恒定时的解

这一个解的结构与文献 〔 中的式 完全类似
,

所以也有文献〔 中随后得到有关

拟定常期的诸结果
,

即当 才 足够大时有

又
‘,

占‘ 妾二不
,, , , 、

一

—
泞 , 乙 ,

口才 川
,, ” , ,

八

川
” 拼 十 “ ,那 , 十 。 ”, ““

流动达到拟定常状态
,

以在拟定常期内在任一井里测得的降深 为纵坐标
,

时间 君 为横

坐标
,

将得到一直线
,

量得其斜率 后
,

便得到每单位降深整个含水层系的弹性容量 玖

。。 一

〕
‘ ‘ ’ 。“· ‘“ 全

。￡

由此可估算储量 这样
,

为估算整个含水层系中地下水的储量
,

可进行与裂缝一孔隙油层

中同样的专门的试井

三
、

圆形均质地层中仅有一 口圆心井的情形

在此情形下特征值问题化为

喊黔
十
于器」

讨器 令肇

鱼 旦叁立
, 口

一 一 八见

鱼 旦星灸
乡

口 口
左 一二 , 丁 十 一 下丁一 十 二 二 一 一 产必找
口

‘ ‘ 」

登
, 心

一

普 ⋯
。

一

臀 】
, 。

臀
,‘

一

餐
王 ‘

一

登
尺 一。 尺

尺 , 一云 ,

一

其中
, 犷 是以圆心为极点的极径 犷 ,

是地层的外半径
。

是井径

考虑变量分离解
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、 ,

得

,

一 产 一
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一

尺

‘少、

一 瓮
‘ 十

的
一

不难证明
, 产 只能小于或等于零

,

易见 那

由方程
,

可得此时 的解为

当 又
,

是特征值
,

相应的非零解为

当 又 。,

一 。 。。

了哥
· “ ,·

了哥
· ‘ ,

其中
, 二 为任意常数

为了定出所有小于零的特征值
,

令 拼 一 一 沪
,

作一变换 刀 ,
,

便可把方程 斗

化为零阶 方程
,

从而求得特征值问题 劝的解为

其中

尺 , 中
, 。 , , 。 , ,, ‘一

, ,

⋯
, ,

⋯

少
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的第 个正根

当 产 时
,

方程 劝 的解分四种情况

又 , 十 亡一夕忿

鱼
,

拌

一 鱼
,

一 。 己了夸
二

、 。 。一了平
·
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、
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, ,
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于是
,

对
,
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当 又一 。时

。。’ , ’ , 一 ” ,‘ 中
,。 , 。 , ,,

。

艺间尺 ,

毛。 舒,

当 几 时
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一 护, 了生 又 , 了哥一 全 中
, , , ‘ , ,
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其中
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·
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求如下形式的解

尹、

︸

一 、‘。,

艺
“ ’。, , 。 , ‘ ,

,
·

一 。‘。,

艺
“ ,。, , 。 , ‘ , , ,

一

其中
, ‘ , , 刀 , 刁“ , ‘ 为待定的常数

把式
,

和式 代人方程
,

和衔接条件式
, ,

并

注意到

中主。
, , ‘ , , , 生 中

, 。 , , , ‘ , , ,

一
, 子少

, , 。 , ‘ , ,

比较系数后可得
。 一 。

, 才‘ , 乙为 ‘ , ,

。 , 。 ,

拼幼
,

群 则因确定其值的代数方程组的系数行列式的值小于零而只有零解

于是
,

当 又 时

一 尺 一 天 ,

常数

当 又 时
,

把式
,

和式 代人式 一
, ,

和
,

并

注意到式
,

比较系数后可得

瓮了矛
十 闪‘“ ‘ 一 。

一 玉 耳
。 。, 。

瓦
占、一 。 。〕 瓦

沙, , 、。。。 一 。

一

左
『

左
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万 友
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毛一毛一姚
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为使方程组 有非零解
,

必须使其系数行列式等于零
,

即 又应该是方程 的正根
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,

上
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,
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, 。 ,
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,
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,
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,

见图
·
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, ,

⋯
,

对 一
,
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⋯ 以及 以
。, 、 ,

戈。
,

以
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几
,

各个区间中
,

方程 都有且都只有一个根

沐
。。 侧侧侧

。 又

图

如果 。 见。 戈。
, ,

则可得
,

瓦。 中无根
,

瓦。
,

戈。
, ,

觅。
,。 ,

瓦。
, , , , ,

⋯



第 期 陈钟祥等 有限封闭含水层系越流问题的精确解

中都各有一个根

设方程 的根从小到大依次是 又 一
, ,

⋯
,

它们所对应的方程组 的

非零解记为 。, , 。, , , ,

梦,

现在考察方程组 为使其有非零解
,

必须使其系数行列式为零
,

即 又应该是下列

诸方程的根

当 鱼 , 子时

拌

又 一 又 又 一 又
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群
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刀 , 又 一 , 友, , 了一 产林
,

刀
如

一

丫育
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’

劝 一 书
口 ’

劝 一 又 劝

一般来说
,

对于所给定的各参数

立 。 鱼
,

、

「、
,

玉
, , 乡 、 。

、产 “ 拼 、产

讨 一般不可能是特征值心一内
一一
扎故

京 , 二 。。 、 ’
。

左
生宁 名口 压 巴门 , 〔匕 匕、 卜 、、、 几 、、、

—环
讨中

,

也没有特征值 事实上
,

劝
,

一般至少与 拌
, , 那 有相同的数量级

,

而

程 劝的左端总小于其右端

《 一
,

故 又 ,

又由于 内

,

于是方

现在考察 鱼讨的情形 劝 是 的二次函数
,

其判别式为

右占 咬。
、一

, ,

卜黔
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’

夕 乡 产 」 夕 夕 ,
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, , 产 内

,

反
, ,

毛》心
,

则该判别式大于零
,

故 劝 一 有二实根
,

将它们

记为 又, ,小 和 见,大 吓
, ,小 见

,大

注意到 。
,

抓
, , 一

, ,

一
,

其中 见, ,。

又峥孟 一
上
产习

对
, , ,

一 鱼讨
,

我们有
产

见, , 。 见, , 小 无, , , ,

又, ,
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记方程 的右端为 劝
,

考虑到 左 左

不
’

不
》

, 那 , , 那 、 产 , ,

易知 扭 在

工‘
, 。 ,

元
, 小 上从 。单调下降到一

,

在 瓜刁
、 ,

孔大 上由十 单调下降到一
,

在以 , ,大

上由 单调下降到

令 工‘
,二 是下面方程的根

丫庐
阴 一 兀 , 阴 , ,

⋯

为找出方程 的零点
,

我们需要将 见、。
,

见 ,,
,

几大 和 丸
,

⋯
,

瓜
, 。 ,

⋯按大小排列 作
为示例

,

我们不妨假定

礼。

又 石,

礼 ⋯ 几 丸小 ⋯ 见, 丸大 ⋯这一 情 形 下 劝 和

的图形见图 从而可知

在 “
, 。,

见, ,

中方程 无根

在 戈, ,。 ,

见, ,。 。 , ,

⋯
,

一
, ,

⋯
,

一
,

刃 , ,

⋯ 以
及以

, , 、 ,

见, , , 、 ,

见, , , ,

瓦, , 、二 ,

见, ,、 ,

见
,大 ,

瓦, ,大 ,

见
, ,

各区间中
,

方程 均只有一个根

, ’ “

毛‘
。

叫

汉丫

六
几

。

⋯
又几

一一一

一一一
」」」

夕夕
⋯⋯

少⋯⋯⋯详详仗仗

砚 又 叹 丈

图

对其他情形
,

可完全类似地进行讨论

设方程 的根由小到大依次为 冲
, ,

⋯ 其对应的方程组 的解记

为 ‘, , ‘, , , , ,

这样
,

特征值问题 的特征值有
, 又势, , ‘’

其对应的特征向量为
一

, , ,

⋯

尺 , 尺 ,
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州 口口 一 一

目

一 一
臼 叫

一 一一

一一

一
尺 呈, 刁 ,

全, 一 ,

一 。、,

丫沙
十 ““,’ ·

丫莎
‘

刁 ‘’少
, 。 , 。 , , 、

一 刀 ‘’中
, 。 , , 。 , ,, 一

, ,

⋯
一 ·、。。

丫莎瓜 ⋯
·

丫爵支几万
· ·, , 。 · , ·‘ , 一

我们看到 见
, , 。一 鱼 讨 一

, ,

产

「
, ,

了 。 一 、
八 , 。 , 。 。 、

儿 一 一 公奋一

—
兀 】 又了 , 工 , 乙 ,

⋯ 柳 一
, 乙 , “ , 公 。 少

那 」

随 的增大而增大
,

所以我们可以根据计算精度的要求
,

算得从小到大顺序排列的特征值

由而

中的前 。 个

当
,

夕都变时
, 又‘ ,

于 欢 , 一 欢
, 时必有

可能相重
,

此时实质上相当于一个特征值对应若干个特征函数

,叮勺今 否则

,
, 。 · , ·‘ , ,, 。

, 。 , , ‘ ,

口

因此相应特征函数依然正交
,

即

, 口

召天
‘ ,

它们都是对应于 , 、的根
,

导致 八
,

二
。

,。 · ,

一
,

, ,
, 。 · ,

一
,
·‘
一

· , ’ 一

现在求定常部分的解
,

问题 在此情况下化为

斌瓮 告黝
十

会翻
, 一。 一 。刀

试豁 于剖
一

瓮翻
,一 ,

一 。

试瓷 于器 瓷
一 。 。

器⋯
,

一黔
。

一

鲁
, 。

一

器
, 。

一 万浦仄

器⋯
,‘

一

器⋯
, 。

一

、厂、、、
‘

、少写少︵门八

⋯
连份二月份了、‘
、‘、

,

, 石,

先求 方程 在条件
,

一 下的解

令 九一 釜
’,

则 。应满足下列方程和边界条件



年

,

留

左 、二万丁
‘

留
寸 一 —

,十

口

。斗一
今

、、‘
到一君产尹一吮一

沪‘一一

其解有式 的形式
,

则

,
,

。, 一醚
。, 。,

丫
‘ , · · 三‘ , 一 , · 巾 , , 。 , , , 。 , ,,

夜 不二

把式 代人
,

解之得

, 一牛 。一华 、
。

勺
, 、 , , 丹全 、

了 一 ,

于
。, , 。 · , ·‘ , 一

斗尺, 了 , 气 夕

“一 ” ’

一森馨
‘’一 ’

】一 三‘ 。一‘, 生 中
,。 , , , , , ‘ 刀

其中
, ,

是任意常数

由边界条件可定得
、、声、刀尹贾尹任迁户、、

护

, 云

谱
一 ,

一

价 戈石藻项 ,

刀

利用衔接条件
,

翎
,

把各项按特征函数系 必 ,
, , ‘ , 巧 展开并比较系数

后可定得
「

,

“
、 ,

「
,

了
,

、 厂
,

、飞
月

,

卿一

一
忏 伏 一 叹 一 引 嵘 、

犷。 一 丁 一
犷二、

‘

一 百少一 ,

碱
,占 乙一 魂

, 、
一

“
‘ “ “ 一 一

月 ,

友 合
”‘ 十 石‘

。
, 。

一
”考

产 ,

一 二西 ,己一 弓

‘ 。’

、了 一 。 ‘ 反,

友 , 喇叱如 价
一

翩
一

翩
一 , 互犯、, 十 止

。 一“ 。 。
,。 。 , 。 , , 一 犷 。

,。 ‘ , ·。 , , ‘ 。

左
, , ‘ 左沪 ,,

左,

布一了一户 尺 少卫, 。 , 云,

尸 〔
,

—

一
‘ 小 一

一 一鱼‘
友 , ‘

把定得的各常数代人式
,

和 斗
,

便得到定常部分的解
二 , , 二 ,

把它

和特征函数 一 经规一化后代人第二节中所得的一般情形时的解
,

便得到圆形均

质地层中仅有一口圆心井时的解 二 , , , ,
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四
、

越流量和地面沉降量

在多油层油田的开发中
,

特别是在地下水资源的评价和利用中
,

最受关注的问题之一

是确定越流量 抽水层各点的越流量显然为
八 , 。

又 , , 甲 一 一 心 下 ,
之 名

对各层都为均质的圆形地层中仅有一 口 圆心井的典型情形
,

在上一节中我们已求得
犷 , , ,

从而可知
,

整个抽水层中的越流量 夕 则可按公式

。 ,

一
二、,

护· ,

婴 、尹

名二

算得

对边界为任意的
,

其上有任意布置的多口井的有限封闭含水层系
,

当各层都为均质

时
,

则可用平均值法求得总越流量

以 。乘方程 一 的两端
,

然后沿着整个面积 口求积分
,

应用 公式并

注意到边界条件 一
,

可得到平均降深 又
,

又
,

几 所满足的微分方程

、
⋯业坠友, 口

‘

丘旦一丛
反 口

其中
‘矛一 。 。 “ 是区域“ 的面积 ,

口 , 一 艺 、
“ ’ , 友

, “

和相应的初始条件和衔接条件

我们注意到
,

当 口 口 常数
,

瓦。一 又
。一 几 时

,

我们得到的平均化后的定解

问题不是别的
,

正是文献 〔 中研究的对圆形地层中有一 口圆心井时的类似问题在平均化

后得到的方程组和定解条件 所以完全可以如文献 〔 〕那样用 变换求得解 亏
, ,

又和 凡 的
,

进而可求得总越流量

“ ,

一 ‘器
, 一。““

一 ‘ 备妙
占 。 一。

一
“
器

现在考虑地面沉降问题 既解得了平均降深
,

仿照文献 的做法
,

我们已可得到任

意形状的有界地层上从井群抽取地下水时
,

所引起的地面平均沉降量与时间的关系 但

是
,

地面沉降问题所以引起人们的严重关切
,

不仅在于平均沉降量
,

更重要的是在于地面

沉降的不均匀性可能引起大型建筑
、

道路和地下管线等的变形甚至断裂 本文在第三节中

得到的精确解
,

恰好可以作为解决大城市的地面沉降问题的一个方面的理论依据 事实

上
,

知道了含水层中的特别是往往具有很可观的压缩性的弱渗透夹层中的降深
,

便可根据



年

某种压密模式计算压密量
,

即地面沉降量 例如
,

根据线性压密的假定
,

因压力降低而引

起的弱渗透夹层每点的压密量 刀 为

,

含水层的压密量 年 一
,

为
刀 , ,

·

,

· ’
。 △

一
,“二

了 , △ , , ,

其中
, 丫 是水的重率 、是各层的铅直压缩系数

因为这三层的压密引起的地面沉降量为

, , 一 艺
,

因沉降而引起的地面倾斜度 为

一互

这样
,

一方面我们可以预测地面沉降量与抽水量以及位置和时间的关系
,

给出危险的

警戒线
,

并及时采取相应措施 例如
,

限制抽汲量
,

进行回灌等等
,

以及作出效果预估 另

一方面
,

可以根据所需要的采水量
,

选择井数和布井的合理位置
,

使得它们与要保护的大

型建筑
、

道路和地下管线等保持必要的距离 对于落在水井的压降漏斗的陡急区内的建

筑物
,

应注意采取必要的工程地质措施
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