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有强化弹塑性平面问题的一般渐近解

顾
清

求 林
华 大 学

提要 本文提供一求解有强化弹塑性平面问题 包括平面应力及不可压缩平面应变 的一

般性渐近摄动解法 ,

其中材料的强化规律用一幕级数表示 此方法适用于所有弹性解为已知

的情况 由承受均匀内压的厚壁筒的示例可见本文的方法是可靠的

一
、

引 言

有强化弹塑性平面问题在工程上有很重要的意义
,

但是由于数学上的困难
,

这类问题

能够精确求解者为数极少
,

行之有效的一般性近似解析解法也不多见 珑 等人曾应

用摄动法解决了大量弹塑性平面问题田 ,

但他们的工作主要是研究理想塑性问题 对于

有强化材料
,

他们仅在原理上讨论了不可压缩平面应变问题
,

而且在应用摄动法中
,

假设

对应于小参数为零的初始状态是单向拉伸
,

最后得出很复杂的结果 显然这样的解法有

很大的限制
,

其结果的正确程度也无从得知 古国纪同志与作者曾借采用幂级数强化规

律
,

成功地应用摄动法求解了类似有强化弹塑性问题即即 本文应用此法求得了有强化弹

塑性平面问题在全量理论下的一般渐近解
,

其优点如下

解答过程中除了假设材料强化规律可用幂级数表达外
,

没有任何含糊不清之处
,

而

实际计算表明
,

幂级数强化规律与实验 曲线可以近似相符〔 习

解答适用于任何弹性解为已知的平面问题
,

包括平面应力与平面应变 不可压缩

情况 结果简洁明瞪
,

计算切实可行

对于承受均匀内压的厚壁筒
,

按本文方法求得的三次近似解与精确解按小参数的

三次展开式完全一致 这点说明本文解法是可靠的

二
、

基 本 方 程

设材料的强化规律为

动
, 的

。

一 一 一 吧二 , 一 ‘

十 侈声
一 “尹 己 ,

’

百

其中 石及 , 为材料弹性模量及横向变形系数 吞 , 吞 ⋯为材料常数
,

可 由拉伸曲线确定

‘。

及 厅。

为应变强度及应力强度 根据全量理论
,

平面弹塑性问题应满足下列方程

毋 毋
一 后歹

, ,

丽丁 , 丁 ” 一
口毋

口牙口歹

本文于 年 月收到
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百
,

‘。
己, 了二 、

—
二 州一

一 —

—歹
, 口牙 牙 歹

一

或 就
,

二

一 又口 一

百

氏
,

一 弓 十 时
,

几
,

此
, 十 犷全

,
一

匀

, 厅 ,

或

, 厅二

弓

一

肠
,,

十 ” ” 元 一

柯 ⋯
⋯ ,怀

一

协 平面应力 ,

一叭

一凡

夕

亡男啥土一丫一

一刃一刃一一一 压歹已叱

一 。歹三十书

此
, 。蒸 杆

二 云二 ,

厅弓 口 劣 一 元厅 ,

成 十 己
,

石

—必 , ,

劣
一一」

、气
、

、少
、

、

部斌
“澎

韶斌 十 “司

风或 风灵 二

一 厅 ,

北

厅二 不可压缩平面应变郎

·

云 ,

— 戈 工 厅 , ,

心

砂碑一了

其中
二 , , ,

几 , 为应力分量 毋为应力函数 牙 ,

歹为坐标 。二 , 。 ,

几
, 为 总 应 变 分 量

北
,

弓
,

代
, 为弹性应变分量 叱

,

郎
,

此
, 为塑性应变分量 云 及 为折算弹性模量及 横

向变形系数 此外
,

若给定边界上外加应力
,

则应满足边界条件

衍
二

】边 。几 ,

】边

厅
二 , 边 十 。厅 , 边 一 ,

其中 厅二 边 , 厅 ,

】边
,

几 , 。 为应力分量的边界值
,

为边界外法线的方向余弦
二

及
,

为

已知函数 。为外加边界应力参数

为将诸方程无量纲化
,

采用下列变换

晒 厅, 少 , 牙 一
,

歹一 ,

二

一 厅夕口二 , 厅 , 氏口 , 云 , 一 风丫二 , ,

厅。 厅,

几
, 厅。 一 氏丙

,

军 ￡ 了

宁二, 一

氨
了一

会
下岛

,

一几一一
一氏一一

式

一氏一、
一氏一一

比



学 报 年

了

一氏一一一

叠
￡“

, 百 一

叠。
,

“
, ·

一
骨

。 , 吞 一

矗
, 瓦弓

璧
, ,

节 云
‘

二
乙 任了

义亡一一石

其中 必 , 。 , 。 , , 二 , ,

几
,

丙
, 。二 , 。 , , 了 二 , 。二

,

二
, 了二, , 。 , 。 , 了呈, , 。 , , 夕 , , ·

应的无量纲量 。
为某长度 厅 ,

为材料的屈服极限 于是强化规律为

,

一

—
吼 十 夕石十 月口石十

二 为相

基本方程为

、了、乃白,了、了、
口必

, 口 , 一石二了
, 了工 ,

《 一

口巾

口
,

口 ￡ 口 了

—
日一

一 一 一‘二孟

夕 口 夕

。二 。二 。璧
, 。 , 。二 。 , 了 二 , 丫二, 了炙

,

二一 。二

一 ,丐
, 。二一 , 一 , 。二 , 下二, , 二 , ,

、产

力应面平了又

、砰

户、

、,

衅 此 十 夕立 二
一 一

,

一 厂士 ,司 二
、

了 、
’

少气 夕

一 一 口二

扰 “祝 ⋯ 叭
,

此 一 几丐 弓 此

对 碑
。川 树 十

对 十 君二

二 , 二

一 。 ,

二 心 一 。二

⋯
二 ,

碑 一

号〔 ,

一
‘ , ’ ‘了沁’

不可压缩平面应变

一一一一一一一一一一嘴碑叱心呜

边界条件为

怪’势
’

州
·

二吵
“ 苦夕 边 一 功 边 一 仃口夕

将
, ,

式代人 式
,

得

一 , 七 ‘七 了之
,

岁 月一

—
十

—
—一 ‘

夕, 口 口 口

问题归结为求解方程组
,

或 及 式
,

并满足边界条件 式

三
、

渐 近 解

取 。。为摄动小参数
,

即令

中 断口。 十 中病 必刃 ⋯
则相应地有



口二

叭 ’ ‘病 十 口二

病 十 ⋯
口 , 丐 口。 内川 丐刃孟 ⋯
‘ , 一 ‘ 刃口。 ‘ ,

川 ‘ ,

川
·

而其中

口劣
少

夕
少 才

中

瓦牙’ 丫丫 夕
中

口 己
一

, , ·

代人 或 式得

叱 一 。全声 十 叱州孟十 ⋯
心 。 川 畔尹孟 ⋯

此
,

畔
,

川 此 川 十 ⋯
其中

·

一 、

一含一

峪 一 。、 怀
一

合叭
今

丫套, 歹忿 ,

平面应力
,上口

了、

叱 一 确卜
一
合词 ,

· 一 磁怀
一
合‘今 ,

祝 一 一 『,

树 , 、
气口 一 一

二

一

此
, , 一 此

二

歹 声少
二

。璧一 内此 。二

一 ,

。 “试 , 一 。二

丫仁, 。州圣了

。套, 一 丫吞 。二

一 。 , ,

喇
,,

此 , , 一 , ,

。 , 内碑 。 , 一 。二

两
, 君誉 ‘ , 一 , 二 ,

此
, , 一 对 ,了二 , , 声 , 杯止, 二 ,

不可压缩平面应变

其中

此, 一 己 一 。二 少 , 口二 二,

口 口二 口‘

一 口二 , 一 口 刃 口 , 口 , 了 , 一了二 ,

平面应力 ’

此
一 立 。二 , 一 。 , , 互

, ,

斗

,

九 了 、几声 一
, 二 , , , , 一 。二

厂 , , 奋 , 。 ,, 丫二 , 二

、不可压缩

平面应变 ’

将 及 式代人 及 式
,

比较 丙
,

成
,

屹 ⋯项的系数
,

即得逐次近似

解

第一次近似 —
少 , 应满足的方程为

呼少 一

边界条件为
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, 二 边 , , 二 , 边 一
二

二 边 。。 , 。 一

此即弹性 间题
,

其解答 叭 , ,

毛
,

‘ ,, 可认为已知

第二次近似 —
中 应满足的方程为

、尹
护、声
﹄

,
才

八兮
‘且‘上乃二了‘、了‘气

、
斗必 凡 一

￡全
夕

口 案 口 了它
,

一一 一二二 一 月

一己 己 ,

边界条件为
, 二 边 , 。 , 边 一

了二 , 边 ‘ , 边 一

因 人
,

内
,

‘ 为已知
,

所以由 一 式即可求得 凡 设

中 一 少梦 少旦
少乒及 叫 分别是 式的特解及齐次解

,

则应力分量为

乓 , 一 口九十 己
,

丐 一 。类十 弓
, ,

‘ 九 十 己 ,

中中其其

汀类

武

中李

蕊万
’

中旦
夕 ’

。鑫

弓

少梦

中
’

味 一鲁
、

心
,

一黑
·

应用复变函数运算
,

可求得特解 时 为

、、、、、︶月份,一,﹄了、、中梦

其中

生

十 砂
, 云

牙 万

一 一 才

、产、州乡︸,白
、

了、
再求齐次解 叫

,

它应满足的方程为

必 一 。

由 及 式可导出其边界条件如下

己 , 。 , 望

呈
, , 边 , 弓 一毗

。 一 , 瑞
,

叭
一行二 边 一 媲 剔

因 二 边 , 。允 边 , , 九 边 可由 及 式求得
,

所以确定齐次解 毗相当于求解 已知边

界条件的弹性问题

第三次近似 —
少, 应满足的方程为

,

口 ￡七 口 、 了里
。、

, 厂 一 二一艺一 一
一一二了 , 厂 十 气丁代州一

‘ ‘ 口 口

边界条件为
, 二 , 边 。了‘ , , 边 一

了二 , 边 , 。 , , 。 一

容易看到
,

其解法与第二次近似相同

以此类推
,

可以得到所需要的以下各次近似解
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四
、

例 题

今以承受均匀内压的厚壁筒为例
,

说明上述方法的应用
,

并将渐近解与精确解作比

较 设厚壁筒的内半径为 “ ,

外径与内径之比为 反
,

内压强为 采用 丙 一 民 及无量

纲极坐标
,

考虑为不可压缩平面应变问题
,

则按 以上计算可得下列结果

第一次近似 —即为弹性解
‘ , 一 一 友, 一 , 左, 一 一‘

‘ , , 一 友, 一 , 夜, 一 一‘

其中 , ,

及
,

为径向及切向正应力

第二次近似 —由 价 及 叭 按 及 式
,

求得

一 左 一 友, 一 一 ,

则特解 少梦及相应的应力分量 , 六
, 口六为

、 一

副 凡。 “
一

一

专
。。

一

、一 , 一 ’

嵘 一 处砂 一 砂一 一 ,

‘ 一 一 交‘ “ 左, 一

齐次解的应力分量 即承受均匀内
、

外压的厚壁筒的弹性解 为
, 黯一

‘几一 一 , 月

其中 , 及 为待定常数 根据 式可得齐次解的边界条件为

姚
, 一 一 一 , 别

, 一 ,

鹉
, 一 一 一 , 川

, 一

由此求得

一 友, 左, 友, 一
, 一 一 夜仅 友, 友, 一 一 ,

第三次近似 —由
,
叭

,

及 叭 按 匀 及 式
,

求得

友‘ 一 友‘ 友, 一 亏 左‘ 一‘, 友, 一

则特解及相应的应力分量为

。梦一 奥友, 一 友‘ 友, 科 一 。 友‘厂“ 友, 一
任

口大一

大一

普“‘〔· , “‘ “’ ‘,
,二 一 , · ,一 ,“

‘一‘。
, ‘

’一 ‘ ,一
’

普“‘〔一 ”· , “‘ “’ ‘,
·“ , , ·‘一 ,“

‘一 ’。 , “
’ 一 ‘ ,一

’

齐次解为

礁 凡 一

昨 一 。一 一 ,

由边界条件确定 及 , 为

、 , 一 粤友, 〔。。 左‘ 左, 左‘ 一 一 圣一 。。 吮 一 一友, 一

,



年

, , ,

万 一 左
‘

一 玉气左 夜, 左一 一 天,。 一 反,

一
最后结果为

再 ‘丙 洲 吃端 ⋯
。 ,

殉 口

洲 十 叭 崎 十 ⋯
此问题的精确解为已知“ , ,

其无量纲形式如下

。 一

六暇瓮
‘·

。 一

六穿瓮
“二

弓 “ 且
、

丫了
与 、 气尸

吼 价

‘。及友

其中 。‘ 及 ‘ 为厚壁筒内及外壁处的应变强度 为了与渐近解作比较
,

先将强 化 规 律

进行变换
,

并采用 , 一 生
,

可得

几
。

一 丙蛇 孟一 。蓉 ⋯
将此式代人精确解

,

积分后得

。 一

书
一 。。

一 粤
。 砂一 。 ,

丫 ’

, ,

州卜 一 , 乏一 口 尺 一 少吕认 十 二
‘

「
,

『 ,

一 丁子 气工 一 尺
’

丫

一 ,“
·

一
合

。 ‘一 “
·“ ,“ ,

,

十 —戈 三一 一 友,。 一‘。 。三

十 二

一六
〔“’一 ’

一
“一 , ’‘ 一 ,“

。
一‘。·三夜 十 ⋯’ 二

将 。。的表达式进行变换
,

可得

。。

一 丫了 友, 一 一 ,。 了万 左‘ 一 友, 一 一‘。

十

率
。。 一 , 一 ,

一
。 一 。 。 一 , 、一 , 诵 、

,

将此式代人
,

及 姚

似完全相符

的表达式
,

可得 口 ,

及 。 ,

按 。。的展开式
,

其前三项与第一
、

二
、

三次近

五
、

结 语

由以上讨论可见
,

本文提 出的一般渐近解法适用于所有弹性解为已知的有强化弹塑

性平面问题 由文献 可知
,

当最大应变不太大时
,

此种渐近解与实验结果很接近 作者

将此方法应用于一个有强化弹塑性含椭圆孔拉板问题
,

并进行了实验验证
,

结果表明
,

当
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最大应变在等于两倍弹性极限应变的范围内
,

理论与实验符合较好
,

其详情将另文发表
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