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广 义 杂 交 元

栋 万 吉
大连工学院工程力学研究所

提要 在有限元分析中
, 变分原理已成为建立各种有限元模型的依据 本文从放松连续

性条件的胡海昌一鸳津广义变分原理出发建立了一类广义杂交元 现有的应力杂交模型〔” , 位

移杂交模型【 , ’,

广义杂交应力模型 「, ’, 都可以看成是广义杂交模型的特殊形式

本文还讨论了其他可能类型的新的杂交模型
,

以及这些单元的场变量选择原则
,

收敛要

求及秩的条件

除了对各类杂交元进行统一的理论分析外 , 还对各单元列式做了比较
,

指明其便于 实 际

应用的形式

一
、

前 言

在对有限元法的研究和应用中
,

变分原理起着重要的作用 正是将变分原理引人有
限元法中

,

才使有限元法有了极大的发展 首先应用势能原理的是
,

随后
,

卞学磺
, ,

董平 等人应用了各类修正的变分

原理 尤其是卞学磺教授最先提出和应用修正的余能原理建立杂交应力模型
,

并相继对

杂交应力模型开展了一系列的研究 董平应用修正的势能原理建立杂交位移模型
,

应用修正的 变分原理建立广义杂交应力模型都进一步丰富了杂交元的内容

对变分原理的应用总是从最简单的二个极值原理开始
,

只是在遇到某些困难
,

才应

用广义变分原理
,

从习惯上考虑总是希望用得越简单越好 卞学磺教授在应用 修 正 的

余能原理时
,

曾经指出应用修正的 变分原理建立杂交模型“
在原理上

,

可以对这些

变量
,

假定近似函数并可以列出有限元法的公式 然而
,

由于要大量的步骤
,

这相应的有

限元模型是否能有任何实际的意义
,

是有疑问的 ”闲 但是
,

后来 就是应用这个修

正的变分原理建立了广义杂交应力模型囚 ,

并做了具体应用
,

收到某些好处 可见有必要

进一步对放松连续性条件的胡海昌一鸳津广义变分原理进行研究

由胡海昌一鸳津广义变分原理建立杂交模型尚未有人尝试过 但是
,

鸳

津 等曾就这个原理及其在有限元法中的可能应用有过讨论氏 ,

从后面的讨论中可以看出
,

由放松连续性条件的胡海昌一鸳津广义变分原理建立杂交

模型
,

虽然场变量增多
,

推导步骤增加
,

但是
,

理论分析更概括
,

更深刻
,

在列式上也可以给

出最有利的形式

本文于 年 月收到
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二
、

有限元法中的广义变分康理

在有限元法中胡海昌一鹭津广义变分原理的一种形式为求下列泛函的驻值

叱 一 万
, , ,

一
, 一 , 一

含
。万, , 。夕, 、 一 ‘了 ‘·

矛万 万 一 不 一 “乞
,“

, “

咋“月

一

其中
,

玖 第 。 个单元体 才 应变能密度 , 应变张量 。‘ 位移分量 口 , 应力张

量 户‘ 体积力分量 不 边界力分量 , 。 , , “ 分别为已知边界力 沙
, 已知边界位移 ‘ ,

的边界

泛函 翻 有三个自变量函数 气
,

伪 , , 铸 显然
,

它对场变量还有一定的连续性要

求
,

但是却比势能原理容易满足
,

刘世宁
,

陈树坚 「 ,

和卞学磺 等人先后用它处理

板
、

壳问题
,

在单元中分别假定线性分布的法向位移和转角
,

从而满足单元间的协调要求
,

单元内的转角与位移的协调条件 即几何关系 由 式中第二项积分满足
,

为了与杂交模

型区别
,

卞学磺教授仍把它称之为混合型 混合变分

有限元法中胡海昌一鸳津广义变分原理的另一种形式为

。 一 万
。 ,一 , 一 , , , , 。了, , , ‘ , ,。 , ’‘一 不 一 矛才

,。
了“

口叮

万一

产,叮︺“

咋

一

细 有三个自变量函数
,

勒
,

巩 , , ‘ 它对场变量也有一定的连续性要求
,

具体应甩

时往往把应力和位移作为节点参数而保证单元间的协调要求 这种混合模型的节点参数

多
,

不能保证刚度阵的正定性
,

但方法简单

如果在 式中代人分部积分公式
。苦,

·

“‘,
,‘“

‘

了, ,二 一 。 , , ,

一“·

只有当 式中关于 ’上的积分中所有单元间部分的和为零时才有 甸 一勺
匆 和 翻 实际上是经典胡海昌一鸳津广义变分原理应用分片连续

,

部分保留单元间函

数连续性的一种有限元形式
,

值得注意的是 甸 通常不等于 翻
进一步

,

在有限元法中放松连续性条件的胡海昌一鸳津广义变分原理的一种形式为求

下列泛函的驻值

一 万
、 一卜

。‘ ,

一含
、

,
,

, ‘
,

介

一 ‘ 。矛

一 万
。‘ 一 “ ,‘

口‘性臼

不 一 矛沙 ‘ 一 成、 山 一 不 云‘ 一 民 山
‘叮恤咨

十
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其中
, , ‘ 第 , 个单元的边界 单元内的位移函数 公, 单元之间交界面上的公共位移函

数
,

不 单元的边界力
,

是单元应力 的函数

另一种形式可以由 式利用分部积分公式 得到

、。 一 万擎
‘·‘ ,

一
一 , 一 户了

,一 ’‘·

一

刻
今

,

。、, 于 。
,

碑了 一 矛 。、一 “ 一 ,
, 一 , 。 一 氏 ‘ ,

由 斗 式无条件地推出 式即证明了 二。 、 一、。

“ 和 ‘ 。各自有四个自变量函数 氏 , ,

气
, , ,

西 ,

由此建立的模型可称之为广义

杂交元 “ 和 泥油自 可以由经典胡海昌一鸳津广义变分原理推出〔‘ ,

实际上
,

‘
, 和 ‘ 。 是

应用分片连续
,

放松了单元间连续性要求的一种有限元形式 由于位移是节点参数
,

因此

泛函“ 和‘ 。 中的最后一项积分可为零

三
、

广义杂交元模型

为了叙述的方便
,

我们先建立广义杂交模型
,

然后再适当地加人场变量的约束条件
,

健立其他各类杂交模型 由于‘ 。 一 、
, ,

因此
,

以后的讨论只用 二。弘

广义杂交模型

对一个单元可以如下选择场变量

心

叮 雪旦则 一 尽吞

白 一 矿

其中
,

竺
,

空
, ,

竺
,

乡分别为单元的应变
,

应力
,

边界力
,

单元内位移函数
,

单元边界位移

涵数向量
,

刃
,

尽
,

刃
,

乡为对应的插值多项式函数矩阵
,

其中犷与 尽相关 梦和 夕为

单元内的独立参数
,

矿 为单元的节点参数

将 式代人 匀 式中得
, 。 一

刻川卿理 一合兜恻 ,

缈的
,

一 。 。、 一 ,

今

其中
,

弓是弹性常数矩阵 乃是 刃经微分运算 价 , , , 求得的多项式函数矩阵 牙是节点

位移向量

四一刻妙
”, 一 如

令
恤,片砂尸己‘

只尸且‘

。一 理
,

”

咋

典必 曹
咋

犯
· 一 。飞‘
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贝
,

、。 一 又
丁

口一 粤
。‘ 。 口 了 一 妙矿、一 了

下厂 艺 尸 阳 同

由 旦竺塑旦 一 夕竺塑旦 一 。

芦

得
、少、少声、产
、

、产、尹‘‘,二饭、上且几

矛

‘
、了几、了、矛价、

艺 〔典 一 明 〕一 ”

艺 〔了任 一 曰引 一 “

由于 梦和 夕对各单元是独立参数
,

因此可直接由 和 “ 解得

一 一 ,

夕

将 代人 得

夕一 尽一 一 一 丁
将 代人 式得

一‘ 一‘ 一 , 一 矿

将 和 式代人 式
,

并由
口‘以

得

︸、产、产、月,︼、夕‘曰︸
︸

了、了、了、艺 珍
·

夕一

其中
,

一 一‘ 一‘ 一

厂 称之为广义杂交元的单元刚度矩阵

当 任和 理的参数个数相同时
,

得

一 一 , 一

为了便于讨论杂交元的场变量选择原则
,

收敛要求及秩的条件
,

现对建立广义杂交元

的过程做如下解释

公式 表示单元的应力应变关系

将 式代人 竺 住中得
一 , ’ 一 , 一 矿

其实质是‘ 。 经过对 和 口的变分
,

求得了用单元节点位移参数 矿 对单元应变

豹离散表达式
,

其中 和 分别与单元边界位移和单元域内插值函数有关

将 式代人总势能中直接对 的变分所得到的结果与 心式结果完全相同

由以上分析可以看出 旦奕
里旦 一 。和 夕翌呼王

口坚 口任
是在单元的局部建立应力一应 变关 系

及用单元节点位移参数 离散单元应变
,

而且离散单元应变是实质 对于

如胡海昌教授指出的那样是对正体运用势能原理

‘ 口

口

,

正

下面建立基于各级不完全的放松连续性条件的广义变分原理的各种杂交模型
,

并且
,

为了讨论的方便
,

都按单元应变离散和甩势能原理建立单元刚度阵分析
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广义杂交应力模型

在 ‘ 。 中
,

在单元内代人物性关系
“ , ,‘ , 一 ‘, 、

由此得修正的 变分原理的泛函表示

、一 万贬
‘· 一 , 一 户‘

,“‘ ’‘“

一

刘 助 彻
,

式相当于在 式中代人
一

显然

将 代人 式得
‘ 一‘ 一 , 一 矿

琴一 了 一 尽一 一

这就是
,

给出的广义杂交应力模型

杂交应力模型

如果在广义杂交应力模型中
,

单元内假定的应力满足平衡条件 按不计体积力

内
, , 则相当于在 和 中代人

,

得

, ,

即

一 一 丫
亡 谈 一‘

这就是卞学磺给出的杂交应力模型

杂交应变模型

在 式中代人应力应变关系 。行 , , 声 则得

、
· 一 万 一 , , 〔 矛,二‘ ·

,
,

, 户才’, ’‘·

咋

一 万 不“ ,“ 矛、。亩‘

,

这相当于在 式中代人 旦”互 得

竺一 班 一 犷
犷一 一 孙犷义 一 口

其中
,

和 乎 分别为在 和 中代人 一 弓
·

广义杂交模型

在 式中
,

如果假定单元应力场满足平衡条件
, 即 梦一 。,

则单元的应变离散表达

式为

竺一 尽一 旦 尽一 一 犷
当 任和 百参数个数相同时

竺 班犷弩了
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单元刚度阵为
亡 了

杂交位移模型

董平建立的杂交位移模型相当于在 ‘以

价索 一 —

中代人应力应变关系及几何关系

,
, ,

一
,

由于 、。 一 一‘
,

因此
,

也可以用 匀 式建立这个模型
,

假定单元的场变量为
‘ 一

,

则

穿一 奥 竺和 竺满足几何关系

口一 矿

、 一 又 粤
。了 。 。 。 一 。二

, 一 , ·

万一 艺 阳

其中

夕 一 。
· · ,

。一 犯“
口曲‘

一一

而 是 弓
·

经微分运算 口 。,
, 求得的多项式函数矩阵

由此得

竺一 廿 一
佗可

犷 歹一 一

虽然表达式在形式上与董平给出的不一样
,

但其结果一样

除了上述各种杂交模型外
,

还有其他类型杂交元
,

如平衡型
、

交替型等
,

其区别主要在

于单元边界上拉格朗 日乘子的选取不同

从上述讨论中可以看出
,

杂交元是通过对单元内独立变量的变分建立单元应变的离

散表达式 , 然后再用势能原理建立杂交模型 因此不妨说其实质仍然是运用势能原理
,

只

是扩大了原来单元函数的空间
,

不用单元函数而用变分构造出单元的应变 广义杂交元

统一了各类杂交元及协调元
,

同时也使一些收敛的不协调元从变分上得到解释

四
、

关于杂交模型的几个问题

杂交元的依据是放松连续性要求的广义变分原理
,

它放松了对选择函数的要求
,

但是

如果函数选择得不适当同样会产生错误的结果 下面讨论关于杂交元场变量选择的几个

问题

单元的秩

卞学磺教授曾指出当单元的应力参数选得太少时
,

杂交应力模型会 产 生 缺 秩 的 现

象 〔 ,

即单元刚度阵的零特征值 刚体模式 将多于实际单元所允许的刚体自由度数
,

通常

可 由如下条件保证

一 友 一 宁
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其中
,

为单元独立假定的场变量的参数个数 及为 二 个参数中相关的个数 为单元节

点参数个数 为实际单元允许的刚体 自由度数

这里的关键在于求 天 以往没有一个一般的方法
,

只是对具体模型分析其可能产生

的零应变能模式
,

从而判断单元的秩山 其实
,

由于各类杂交元都是先用节点位移参数通

过边界插值离散单元应变
,

对此
,

也可以看成是单元连续性方程的一种离散表示
,

因此单

元的应变具有满足连续性条件的可能
,

为了保证不等式 成立
,

不妨按连续性条件求出
,

“
,

二 ,
, , 二 。 ‘ 一 一 口 , 口 砰 一旋的上界 例如

,

薄板的弯曲单元
,

应变 ‘
二

共共
一 ,

‘
,

气共
一 ,

‘
,

岑 冬
,

其连
一

·

一
’

一 一
’

一
‘

一 一 尸 ” 口尹
’ 一 工 ’ ‘

一
续性条件为 ,

奇
一

箫
,

鱼理 旦红之

头 , ’
当单元应变场选用一次场时

,

单元应变有

九个参数
,

但由连续条件将得到 及的上界为 同样
,

当应变场选用二次场时可求得 及的

上界为

除了单元的秩的条件外
,

还有整体的秩的条件

材 尸一 口

其中
,

是所有单元真正独立参数的总和 是总的节点参数个数 是限定节点参数个

数

若不满足 条件
,

而满足 匀条件则问题仍然可以定解

杂交元的收敛

杂交元除了会出现缺秩现象外
,

还会出现不收敛现象
,

卞学磺教授在文献 〕中
,

用梁

的例子说明了用修正的 变分原理建立广义杂交应力模型时
,

当单元域内的挠度

牙用线性插值时会出现不收敛的结果
,

但未做理论分析

其实
,

在各类杂交元用节点位移参数通过边界插值离散单元应变时
,

势能原理要求单

元的应变满足一定的精度
,

至少要保证常应变
,

否则不能保证收敛

应变精度可以用 式估计
,

以二维问题的三角形单元为例
,

如选用面积坐标
,

则应

变中 一 飞一 厂‘ 项对误差的影响是 。 月 量级
, 人为单元长度最大尺寸

,

为了保

证应变具有 。 劝 以上量级精度
,

必须保证 一 乎沙 项至少具有 。 护 量级的精度

由于

击己
叮日︸‘

一一

一 矛”’“‘刁“

丫丫︸川︸

咋

乙是用面积坐标表示的无因次量 , 而 ,
,

, 是具有 人”量级的量 是平衡方程中求导

数最高阶次
,

因此只要给出 云, 和 。‘ 的插值函数即可估计 和 式的精度
,

对此
,

文献 中有详细的讨论
现在我们举一个薄板弯曲分析中具有九个节点参数的三角形单元的例子 反”每个节

点的参数 ”牙 , ,

臀
‘ ,

等协以“说明单元的“敛性
·

对薄板弯曲问题
,

内力叮 〔
, , , 二 , ,

应变
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「 , 口

—
,

—
‘ 沽

—
一 口

‘

夕
‘

设单元的场变量为

夕
心 一 心

其中
,

用面积坐标 表示

「 子 子 璧
, , , 二 , , · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

⋯⋯
。 · · · · · · · · · · · · · · ·

⋯⋯
‘

子 子
。

圣
。

乙 , , , 。 , 。 。 · · · · · · · · · · · ·

⋯ ⋯
, · · · · · · · · · · · · · · , · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · , · · ·

⋯⋯
,

州
,

侧
,

月
,

几
,

肠与
,

与

用不同阶次的 和 云建立三个单元
,

表示如下
‘ 、

七
场变量

⋯

一
一 , ‘厂 , , 辛 , 一丁

一二迹一二上泛一一二匕一一卜一一二一一一一‘一生‘ 一

不完全三次 川 三次 一次

不完全三次 一次
之

,

一次

” , ‘ 一次 三次 一次

这是一个广义杂交模型
,

我们分别用
, ,

计算了四边固定
,

中心

作用集中力的薄板弯曲间题
,

板的尺寸及网格划分如图 所示
。

计算结果列表给出

·

团 川 涵
试 味 峪

板中心挠度计算值 解析解
,

网格
火 丫

单元

’

皿

显然
, ,

单元不收敛
,

而 单元收敛

单元不收敛的原因是因为 式没有满足精度要求 单元不收敛的

原因是因为 式没有满足精度要求

由此可见有限元法中放松连续性条件的胡海昌一鸳津广义变分原理在场变量 的 选 择
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上必须注意秩的条件及收敛条件 实际上这是对允许场变量的一种约束条件
,

这一点与

用于连续场变量的广义变分原理是有区别的
,

人们往往不注意这一点

上述分析方法完全适用于其他各种类型杂交模型

杂交元的列式

由于杂交模型的场变量选择比较任意
,

因此有必要讨论其场变量的选择原则和列式
,

以便保证精度
,

方便计算

对于场变量的选择除了考虑秩的条件和收敛性外
,

一般说来
,

和 夕参数越多
,

单元

的 刚性越强且计算量增加
,

节点参数个数越多
,

精度越高
,

但计算量也随之增加 对 和

丝的插值应尽可能利用节点参数插出次数尽可能高的函数
,

以提高精度

在列式上可以就 ‘ 式讨论 , 因为让 梦和 理的参数个数相同是容易办到的
,

也不失

一般性 如果再使 和 相同
,

且使 具有同等能力和各向同性 这时不难建立

, 厄
产‘尸 门目 月曰 声‘ 产曰

尸口尸‘,砂产口

冷

其中
,

是只与弹性系数有关的矩阵

一 了 豆 一 , 一

对于二维和板
、

壳问题中的三角形单元
,

如果选用面积坐标
,

是单元面积与一个

不变的数值矩阵之积阅
,

因此
,

可以避免对每个单元的求逆运算
,

这将大大减少杂交元的

计算量

本文是在唐立民教授指导下完成的
,

又承蒙钱令希教授的热情鼓励和胡海昌教授的

指正
,

在此一一表示感谢
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