
年 月 力 学 学 报 第 期

有限单元—
·

放松边界条件法

解弹性理论平面问题

蒋 炜
上海工业建筑设计院

提要 本文使用满足静力平衡方程及协调条件的单元位移场来求解弹性理论平面 问题
,

其计算效果相当于一般变分计算中的放松边界条件法
〔”

一
、

前 言

本文以弹性理论平面问题的多项式形式的通解为单元位移场
,

提出了一种新的有限

单元计算方案 这种方法的优点是静力平衡方程是精确地满足的
,

只是边界条件有所放

松
,

所以这种有限单元—放松边界条件法
比一般常用的有限单元即 法为佳 本文

方法的另一特点是使用扇形单元 这种单元只在其两条直边上才分布有节点
,

其第三边

上无节点
,

且可取任意曲线形状
,

所以单元的节点少
,

并可完全适应所讨论区域的形状特

点
,

避免了有限单元分割过程中的边界离散误差 此外
,

本文方法允许使用极坐标系统
,

结果可进一步简化计算

根据本文方法
,

我们已编制了相应的通用计算程序 通过实例计算表明
,

用有限单

元—放松边界条件法来解平面问题是成功的
,

有效的

二
、

位移函数与形状函数

在文献 中
,

我们曾推导了弹性平面问题的多项式形式的通解 例如
,

当体积力为

零时
,

对于平面应力问题有

。二 一 艺 艺
, 走一护

。 , 一
‘ 气 护

十 名 子

倪 夕

乏 乏

。 , 一 艺 艺 仅 一 左一 , 七一‘ ,一 ,

走

一 艺 艺 左
一 , , 友一 , ’一‘

左二

本文于 年 月 日收到
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二 一 。 , · 夕

馨客竺立土 之
召

友一
二互士」二呸三土互十少

一 , 左一 丛鲤西址没

一 艺 石冬万
·

粤
, ·

,
·

华
一 , 花

, 一 召 , 一 。 , 。 , 一二 艺 艺
介二 了二

迭二二土卫工互二全 ,

竺土兰竺竺王十 , 一 , ,
’

一 艺
「 二

、

庵获二万
“些男 十 、‘ 十 公 , “壑钾

不难看出
,

这样确定的位移分量与应力分量分别是 一 次与 ” 一 次的多项式 其中

包含有
。

个待定系数 奴
,

但是
,

由于这些系数必须满足
, 一 , 一

个可积条件闭

仅 一 友一 护 友一 萝 左一 三竺里竺士竺十 ,

友一 友一 竺士兰竺士丝十 ,

竺竺 竺卫 十 , 一

交 一
。 一

,

一友

所以实际的独立系数是 一 在用有限单元—放松边界条件法来计算平面问题时
,

我们即以通解 来作为单元位移场
,

并按有限单元法的一般原则
,

用单元上 一

个节点处的节点位移来代替这些系数
,

以保证单元之间

的位移协调条件

为此
,

本文将采用图 所示那样的扇形单元来进行

区域的离散化 这种单元的特点是节点仅分布在二条直

边上—每条直边上设置
, 个节点

,

至于单元的第三边
,

则无节点
,

且可取任意曲线形状 由于位移分量是坐标

飞
月 一

变量的 , 一 次多项式
,

所以
,

当取这些节点的位移 “‘ , 图

, 为基本未知数时
,

在直边上
,

相邻单元的位移连续性就可得到保证 单元的第三边
,

当其是区域的边界线时
,

如前所述
,

是不需设置任何节点的 而当第三边是单元之间的公

共边界时
,

由于位移场通过这条边不能保证自然连续
,

因此以后还需另加处理

由单元 一 个节点上的节点位移条件
,

及应力场的可积条件
,

我们就可以建立

起关于全部
。 ,

个待定常数 。 的联立方程组

‘ △

其解
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。 一 一‘ △

于是
,

如用 切 表示矩阵 〔‘ 〕一 , 的元素
,

即有

叹 ”一 、

, 一 艺
, ,, △,

友
一 立土 纽土卫

从而再代人
、

两式中
,

就可将应力与位移通过节点位移 △二一 , , △劝 。‘ , 价 ,

一 一 一 一 表示如
气 ”一

。

艺
‘△

, 一 、

。 , 一 艺 又△
,

公月一 、

,

艺 入

仪件一 、

。 一 艺
‘△

仪‘ 一

。 一 艺 △

其中
一 此

‘一 艺 艺
才丛绍吐丝 ,

,‘ ‘一‘ ‘一‘

二二
了

‘ 丑 艺 艺 仅 一 友一 “吐丛丛丝之
,‘ 及一夕,卜‘

走 ,

”一 天
‘一 一 友一

介

‘

‘ 、

,

, 夕

馨客

留里华竺
,

,

“‘一‘, ,一‘

汁份哥鹦
·

一 一‘ ,卜坦华华
十 , , ,

〕一
, ,一

一

氮赫
乃 ,

二
, · 了

二一
夕“

‘一 二 一 , ,‘

称 一 飞

见 艺
友一 交一
二一‘已 孟

一

一
之吕

性竺些竺十 ,

心口

了
甘」

一备
︸

,性」

一 , 恤垫竺竺 ,
,‘

无

,

二
,十

岁「一一二一一
,

扩上岌【友左一
壑三丝 十 , ,宕

, , ,

油单元应力场 就可计算单元的边界应力
,

其在
、

轴上的分量可表示如
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气 ”一 、

艺
‘△

”一

二 艺
‘△,

、少、产、夕
﹄

、少,︸,月,丈少,孟,几孟,几了
、了毛︸了、子了、

其中
,

‘一 ‘ ‘ 少

而
, 。 是单元边界法线的方向余弦

,

三
、

广义变分原理

单元边界上一般可能给定有如下四类边界条件

凡,产凡一一一一一一一一
,

“

二卜
·

产、巨、

二

、
“又」
‘】

,

, 。 , ‘

之,、

,‘

于是
,

根据广义变分原理
,

当体积力为零时
,

可取泛函

“岁一一“夕
,卫﹄飞卫

岛二子

尸甘一
含 ‘

· ·“ ‘ 一
, ·

,

尹

万一

︸

飞

一
,

令
,

二
, 一 、

之
一 “

其用
、 、

诸式代人后
,

仍可写成一般熟知的形式

卜 ‘
△ , 含【

,‘△卜
其中

「
。 、 。 。 、 八 、 ,

八“ 一 了 代‘气找 , 一 ”占 ,少十 “‘又。 , 一 ”找 ,夕十 从 ‘ 十 , 少里‘了‘ ‘尹

一
‘

〔 ‘ , 、 , ,。‘ ,、 〕

一
, , , , 了

、 ,“ 一 、 ‘ , ,“ ‘

, 一
, · ‘ ,

、 ,“ 一
, · ’ ‘ 二 ‘

,“

。 · ,

一
‘

,“ 一 、 · ’ ‘一
· ,

,“

由 公式可证
, 。 。 、 。 , 一 、 ,

二
、 , ,

一

百
‘、找 , 一 , 。 ,夕十 “‘、。 , 一 ”找‘少十 ‘又上 十 , 少’‘ , ‘ ”

一乡
, 了 , ‘

故劲度矩阵也可以用沿单元的边界线积分简单的表示如



力 学 学 报 年

, 一
,‘ , 、 , ‘ , “ 一

‘ ‘ , ‘ , ,‘

‘ , ‘ 一 ‘ , ,“ 一 、 ‘ , 一 , 宕 ,‘ ‘

这里
, , 一 ,, 十 , 十

,

表示单元的其他边界部分
,

也就是与区域内其他单元

相邻接的公共边界部分

由公式 可算知
公 一 ‘,△, 一 ‘一

,

〔 一
·

, 一
·

,
‘ ‘万

艺闪

〔

一
‘

,

一
,
‘ ,“了

子 ,

〔 一
·

,
,

一 , ,‘ 一 、〔

一
,
‘一 一 ·

,
‘ ,“

勺夕

‘‘,性‘、

一一

‘ ‘ ‘
,‘

从而能够看出
,

按区域进行单元量的叠加
,

最后得到的劲度方程
,

实质上是由两大类的加

权残数方程组合而成的
,

即在给定边界条件 一 的边界上
,

分别有
,

【 一 尸
·

, 一 尸 ,

,
‘ ,“ 一

一

,

汇

一
‘

,
, ‘

一
‘

,
‘ ,“ 一

,

〔 一
·

,
‘一

一
‘

,
‘ ,‘ 一 “

,

【

一
,
‘一 一 ·

,
‘ ,“ 一

而在区域内部各单元之间的公共边界上有
、〔 一 一 工

, 一 万
·

万, ,“
‘ 一

注意
,

当单元间的公共边界是单元的直边 一
, 或 ,

一
, 一 时 图

,

由于
,

如

前所述
,

位移场是连续传递的
,

即形状函数在这些直边上互等
,

故由 式就可得到跨过

这些边界的应力连续传递条件
“ 〔 一 、 ,

‘ 一 ‘

,从 ,“ 一 “

一般情况下
,

单元的第三边
,

即 一 一 边应尽量取得与区域的边界线重合 否

则
,

当单元第三边是单元之间的公共边时
,

由于位移场跨过这条边不连续
,

由方程 就

得不到连续性条件 在这种情况下
,

为保证计算精度就必须利用 乘子法再

加处理

当单元的第三边不是区域的边界线
,

而是单元之间的公共边时 图
,

这条边界显然

没有必要取作曲线形状
。

在这种情况下
, 为了保证位移通过公共边界 拟 的连续性

,

就得

取泛函
厂 ,

’

‘

一 、
一

山
。 以 」



第 期 蒋 炜 有限单元—放松边界条件法解弹性理论平面问题

图

这里
, , 。表示单元公共边 材

,

以与一般的单元公共边界 相区别 而 又
,

亨 则是起到

乘子作用的单元边界位移场 不难证明
,

变分
,
’

一
,

〔 一 尸
·

,“
· 一 尸· , , · ,‘ 一

,

〔

一
, “

一
,“ ,“ 。〔 一

·

,“一 一
, , ,

一
,

〔

一
‘

, ” 一 一 尸· ,“
· 〕 、 , · 。· 、

。

〔 一 叉 ,“
· 一 夕 。一

·。, ·。歹

当按区域进行单元量的叠加时
,

关于边界 , 。 , , 。的积分要进行二次 由于边界应力场 戈
,

夕 对两个相邻单元相同
,

所以由泛函 汀 的极值要求
,

由线积分 , 。项
,

就可得到跨过公共

边界 的位移连续条件

现设边界应力场 叉
,

夕 可通过以某种方式定义的广义力向量 口 及插值函数矩阵

表示如

夕 一 乙 。全

则在代人 式后飞即有

、、,夕, ,

一
△口

,

’一

言
‘

合二
, 一

从
其中

击

,且

, 加一 , 一

皿

,件」

一一

进一步
,

如果边界广义力向量是由作用于单元公共边 上 ”个点处的集中力 〔又 , ,

夕 , ,

左 一 组成
、了、户一托,‘,‘

护了、矛了、

﹃

口 叉 , 无牙 ⋯戈
。亨。

则插值函数矩阵 将由 占函数构成 不难证明此时有

材 、 二
, 夕

, ,

, 夕,

, ,

、 , , 夕。

。 , ,

⋯⋯ ⋯⋯

二 , 夕。

, ,

材
, 一 , , 夕 、一 , , , 对 ,一 , , , 夕。 , , 一 , 。 , 夕

一刁
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上面
,

我们是利用广义变分原理来满足几何边界条件的
,

但是类似于一般有限单元

一

法
,

几何边界条件也可以用该边界上某些点处的强迫位

移条件来代替 这样处理方法的优点是可以简化单元劲

度矩阵及单元广义力的表达式

当在单元直边节点上给出强迫位移条件时
,

处理方

法是一般熟知的
,

而当单元第三边上“ 个点 , , ,

二

一 处给出了强迫位移值 讨
,

才 图 时
,

就 得 用

求条件极值的方法来求解了 由位移表达式
,

引人

乘子 又, , 那 , 后
,

可知应取泛函
,

一
合

· 了 刁

一
‘ ,

艺
‘

又一客
几矛 以 ”一 、

艺
, ,

、气胜,

夕
一

“ △一小
口 ”一

艺 那
, , , , △‘

易于证明
。

乘子 又, ,

脚 就是作用于点 , ,

处的集中力 又, ,

又
,

所以结果

有

叮 一

嘟
‘

合二
一

盆」
一
了
。

其中 口
,

仍可由
、

二式表示
,

而 时 则是作用在单元第三边上的强迫位移

向量

占 一 卜产讨“犷才 ⋯
。之嵘厂

至于单元劲度矩阵 〔 及单元广义力 则将由 式除去有关线积分项而得
,

即有

、 , , 一 生 , 一 , , , 一 , , 二 ‘ , 、

产”
一

‘ ‘ , ‘ ,

从 山

上述处理方法也不难应用到单元第三边是单元之间的公共边界情况上去 图 前

已指出
,

位移函数是坐标变量的
, 一 次多项式

,

因此如考虑到在节点
,

处位移原已

连续后
,

我们只要在公共边 上另取 一 个点
,

然后令这二个单元的位移在这些点处

相等
,

就能保证位移场跨过整个公共边界 的连续性 类似于 式
,

此时有
’

一
合‘

· ,
·

‘· ,一
, ‘

喷
”一 价拍一 、

一 见 艺
, , , , , , 。万‘ , , , △‘

不难看出由此得到的结果全同于 一 幻 式
,

只是应取这些表达式中 , 。 一 而

已 注意
,

不论单元第三边上给定了几何边界条件
,

或者单元的第三边是为单元之间的公

共边
,

在其上所取的补充点
,

的数目 。应等于 。 一 这是因为位移是坐标变最

的 。 一 次多项式
,

将由边界上 , 个点处的节点位移 “ , , 约 唯一地确定的缘故
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四
、

单元劲度矩阵与单元广义力的计算方法

设外荷载可展开成坐标变量的多项式形式
,

即如

,
二

一 艺 艺 。
二‘一‘ , 一 ,

,

一 艺 见 ,

、
, ‘一‘ , “一‘

无 君

则连同
、

两式代人公式 中
,

即有

、 , , 一

蕙鑫勇客
‘ ‘ , , ,

二
十 ,十 ,

‘ ‘ ‘ , ,

、一
一 , 一 十 一 为上垫竺竺 ,

, 。 , 。 。

‘ ‘

一
“ 一 ‘ ” ‘ 一 ‘ ”‘竺譬竺二

十‘ ,

,

一

一
, ’ ‘ · ,占 一

’ ‘’一
‘ ‘’

十乡十 ,

才 踌 为

一一一万一一 十

‘十 , ,
, ,

·

一
,

一
, 占十 沙一

‘一 艺 艺
刀 粤

十 , 了大 ‘ 一 。
,

一 ‘ , 才‘ , ‘ 一
,

,

习蓉郭
尹

友一
, 。 一 仅 一
一一一 一一 十护

名 ,

, , , 。

一一飞厂一一十

招 一
·

一 友一 , ,

一 一 艺 互二塑卫
,

走

二 , ,
十 , ,

,
· ‘ 一

,

一 ‘

一一兰一一
,

交交一

无

十 艺 艺
无

丝七丝 ,

, · ,, 人一
, 。一 一 。, · , ‘ · 〕 人一 。

,

一

”一 天

十 艺 艺 伏
一 及一

及 二

口业碧四
十 ,

, , 一

, 。, , 。。 。

,一一一 一

一
十 招

一

月 一
‘

一 左一
,

一 一 艺
火 左友一

型三土赴
,

, 助

, ,互二三土翌
十 ,

」
, 人一 ,

,

一 ‘

,

一 一

显然
,

如果采用公式 计算
,

也能得到类似的结果 由于公式冗长
,

这里就不再列

出了
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在公式 中
· ,

夕 一 , 二 , ,、

一 夕 一 二 , 口

可以看到
,

用高次多项式解有限元问题的主要困难即在于要计算这类积分 为此我们推

导了这类积分的解
,

以便迅速而精确地计算劲度矩阵与广义力 根据推导
,

对于任意的 ,

边多边形 图
,

积分

。一 。一而命而鑫馨’立
三号竺

官牛华共、
, 一 二 , , , 一 , , ,二 、二、, 一 ,

项砚 十 左 十

对于任一直线 图
,

积分

几 。
,

夕
了吞, , 一 , , , , 一 , ,

“

艺 艺 爱不 轰夕, , 一 夕, ‘,君
一‘

夕 矛

‘六巴二二土三丫
鑫、

六色二五
一

土 、
宕三、 十 十

资

份

图

由公式 一 我们就很容易编制有限单元—放松边界条件法的
通用计算程序

了 注意
,

由于这里给出的实质上是扇形单元族
‘

的通解
,

所以由此编成的程序允许我们在

同一区域中使用不同阶数的单元来进行离散化
,

故具有很大的灵活性 限于篇幅
,

这个间

题就不在这里讨论了

五
、

考虑体积力作用的计算

当体积力不为零时
,

我们就必须在前面得到的齐次解
、

上叠加适当的特解 为

「 ,

简化起见
,

下面假定在单元范围内体积力
‘

为常量 但是可以看到
,

只要体积力能
· ’ 一 ’

一一
‘ ’

一
’

一 一 一
’

一
’

一 ”
’

一 ” 一 尸 一
’

一
表示成坐标变量的多项式形式

,

计算的方式都将相同

当体积力为常量时
,

相应的特解是

时 一 一
二

才 一 ,
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、‘

,

。

一粤粤
二 二 , ,

一
, · ,

乙

尹 一 生 , 。 ,

公 厂 一 甲丁 户 八
‘

一 , ‘

少

于是运用类似的推导方法
,

可将单元的应力
,

位移表示如
件一 、

。二 一 一
二 二

艺 △, 一 △为

”一

‘ , 一 一 。 艺 △, 一 △尹

二又 , 一 、

一 见 乙 △
, 一 △为

“ 一 一 —刀

· ,

一
, ·

小
之”一 、

艺
‘ △‘一

”一 、

‘产
、少、少

·

了

△△

一一了

一

夕 二二二 —

, 二二 , 一粤
, , 二

艺
‘ △, 一

由此就可计算单元的总位能

、、‘任︸、连盆左
了、了吸、

二 一 △一 △ ‘

生 、一 △一 △ 一 、

这里
,

单元劲度矩阵仍由 计算
,

而单元广义力
‘ 一 ,

·

弩
·

鲁
‘

,
“
· ‘ 尸· ‘ ,

一 。 一

六
、

极坐标系统的应用

在极坐标系统中
,

我们可取应力
,

位移场如切

一 一艺 左伙 一
, ,一 夜日 、, 一 , 友口 护 ,

天

’一
五

刀 一

一 艺 伏 ‘ 左一 , 友 , , , 左 “

丸‘

—口
一 艺 左仅 一

,一 友口 ,一 , , 左 丸一 ,

左

月 一

艺 友 友 , , 友口 , , ‘ 反 无

粤 一 又 左友一 ‘
, 一 , , 友 一 , , 一 友” 犷‘一 ,

二迄
’

一

艺 友友
, , ‘ 左 一 , , 护 “

之
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一 一 ‘ ,

习 友
, , 一 友“ , 一 , , 友口 卜 ,

一 艺 友一 友 , , , 左 , , , 左日 及 ,

, 一 ‘ ,

艺 友
, 一 , 友日一 , 一 和 搜一‘

艺 左 交, , , , 左 一 , 友 “ ,

其中待定系数
口。的数目是

。 一 个
,

比直角坐标系统中的待定系数数目少
,

这是使

用极坐标系统方便的地方

由通解
、

就可用类似的方法进行有限单元—放松边界条件法的公式化过
程了 限于篇幅

,

此处从略

七
、

算例一径向均载作用下的圆盘计算

设有圆形区域如图 所示
,

其上作用着单位径向拉力 由于对称
,

故可取第一象限的

粉 乙一卜止一十
图

圆为一个单元
,

作为计算的基础
,

并设置水平及垂直支座联杆如图示 我们假定 , “
,

所以整个单元上共有 个节点
。

运算过程从略 其解为

一 夕 岁 夕

一石
一一夕一一“

, “‘

万

从而再代人
、

中
,

就可得到均匀径向荷载作用下圆盘的解
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夕

‘ 二 一 叮
,

一

丁 一

“ 二二二

—

二
门

君

这个解就是精确解

称 目

不难看出
,

一直算到 结果都相同

我们曾用所编程序计算了这个问题 从单元阶数
这显然是其他有限单元方法做不到的
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