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任意两个无定向椭圆轨道之间的最佳过渡

吕 茂 烈
西北工业大学

提要 比较了人造卫星在两个椭圆轨道间远拱点冲击过渡的还直方式和迁回方式 证明

了在近点距比值的一定范围内 ,

迁回方式优于透直方式 进而证明了两个无定向椭圆轨道间

的任何多冲击过渡总可以用更经济的霍曼双冲击过渡或三冲击过渡来代替 给出了三冲击过

渡优于霍曼过渡的条件
,

在此条件下通过无穷远处的三冲击过渡是全局最佳过渡

一
、

速 度 平 面 图

定理指出
,

星体沿圆锥曲线轨道运行的速度可分解为 垂直于极矢 径

的旋转分量 , 。

和 垂直于长轴的定向分量
。 , 图

,

且

, 竺

。 一 。 , ,宜五
︸

夕奋 兰兰

图

其中 , 一 。了下是单位质量的动量矩
,

是轨

道的通径
, 。

是偏心率
,

尸是中心星球的引力

常量

速度径向分量 , ,

和横向分量 。 , 的 值 可 通
过

,

来表出
, , 绒 甲 , 夕 , 夕 甲

记 厂 宜
,

则由星体的轨道方程

厂 兰 一 , 二 甲 一 , , 。 ,

对于椭圆轨道
,

, , , 夕 ,

。 在轨道的近拱点 尸和远拱点
,

有 和 和 钧 二 ,

而
。 ,

。刁 , , , , 一 记 厂
左巨 世 一 尸十

,

兰 交
,

厂
, 二

,

则

二 兰 一 尹一
厂 尸

反之
,

通过极径参量 交
,

可表出速度参量
, 二 ,

即
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万于万
一 丫

二 一 虹二三一

了或又不 了
作出速度平面图 一

,

则 左 和 分别决定一组双曲线 图 此

图第一象限后半区中每一点对应于一个无定向椭圆轨道 轴 , 上各点对应于不同的圆轨

道
,

朽
。

斜轴 ’上各点对应于不同的抛物线轨道 在实践中因极径有下界
,

需考虑的 区

域更小

‘少夕
乡

一二一仪
一一一 护

一一一

丁

一 二几止厂止

礴一一
一一

,

图 图

在速度平面图上每对等 及线和每对等

示相关的四个椭圆轨道
, ,

凡
,

凡

在这四椭圆的参数间具有一些重要关系

左 七
,

毛 毛
, ,

又

线所构成的斜方格四顶点
, , ,

分别表

图 中把这四个椭圆转到共轴
、

同相的位置

, ,

且 毛 七

、少
,

、尹,了
了‘、了、。

二 二

理
一 刃。

二
、

单冲击过渡和霍受双冲击过渡

在无定向轨道间过渡方案的优化中首先可以排除离平面的情况 当采取平面内过渡
时

,

要考虑两轨道相交时通过交点 进行的单冲击过渡 图 叼
,

特别是相切时通过 切 点

口 的单冲击过渡 已经证明
,

除相切于拱点的情形外
,

切点处的单冲击过渡不是最佳过

渡
,

而且最佳的交点单冲击过渡也不会比对应的霍曼双冲击过渡更佳 但当相切于拱点

时
,

却能给出相对最佳过渡
,

而实际 这时的拱点单冲击过渡已和霍导讨渡完全一致山
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图

图 所示的共轴同相情况 在这样四个椭圆轨道间可采取四种霍曼双冲击过渡 由

可取 或 、为过渡轨道
,

其所需速度总增值分别记作 和 、 类似地
,

由 到
, 可取 或 玄 作过渡轨道

,

其所需速度总增值分别记为 矶。 和 可以利用不等式
,

证明进人较高远拱点的霍曼过渡是较优的 〔 ,

即有
。 , 二。 ,

三
、

拱点过渡的逗直方式和迁回方式

在相切于拱点的两个椭圆轨道间可通过切拱点的单冲击来实现过渡
,

即所谓通直式

过渡 也可由始轨道上不相切的拱点加一次切向冲击而先过渡到某个中间轨道
,

再由中间

轨道用霍曼轨道来过渡到终轨道
,

即所谓迁回式过渡 对这两种方式的相对优劣须加分

析

对于图 上相切于远拱点
,

的椭圆轨道 和 凡
,

在 处可作通直过渡
,

其所

需速度增值记作 ‘ 也可由不相切的近拱点 先过渡到中间轨道 , ,

然后用霍 曼 轨道

迁回 过渡到终轨道
,

其所需速度总增值记作 但 玖。 、 十 。 刀 十

考 虑 不 等 式
,

而 , 因 , ,

故有 、 ” 对于 凡
,

间
、 ,

间的过渡可作同样论证 归纳起来
,

有
洲 小 二 , 、 , 。、

图 上表出了不等式
,

的意义 在每个斜方格上用实箭头标出的过渡方式都优

于用虚箭头标出的过渡方式 但是

山 乏 ,

因为在较低的远拱点
,

迁直式过渡和迁回式过渡的相对优劣还和其它条件有关 写出在

这远拱点处的速度增值表达式
、一 、 。 一

,

助 一 , ‘

记
一 一 。 介

必 二 训 一 。 夕 十 一 , ,
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夕沙沙

图

并以式 中的 夕,

值代人 考虑 受, 友
,

友
,

毛
, , , ,

则

, 一
行 了

而 斋六
一
行口、峨贵 」

一 丫万。, 、
,

、 , 一 , ,

, 一 了万 、, ,
, ,

其中函数

甲 , 一 了飞不万
咬一

丫石干丁

从而

如 交, , 月 一 友 ,左 交,

次 左 ‘, ,

友 左

记
,

二 友
,

一 左 左, , 一 一 友 友 , 左、 反从
、 友之 一

则方程 一 。 可能给出唯一的正实根

左 毛
兰三工三 红卫土且二

十 “
’

、

交 左

由上式知
,

正实根的条件是 一 一 司

司

伽次

鱼毛其中参量 近拱点极径比 。

。,

解得 。 “

软 又因
,

故在 处函数 甲 取极大值 特别是
,

当

滚 毛时式 化为三次方程

矿 “ 一

它的唯一正实根是
“

一 、

图 上给出函数 , 的图象 。 一 , 。一 了石 了石 曲线 , 上 水 平 弦

材 。 右端 的横坐标 由下式确定
, 。 一 丫石 了石

或

一 了左 十
一

牲里生
丫友

, ,

了万 丫 ‘ , 、
, 一 。

乓
,

一

丫 一 了万 一 。 ‘,
、

、七 、 七 七
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此式除对应于 。的零根外
,

有一个正实根

二二二二二

。 一 了二石万刃丁下万
丫万

,

一
, 。

当 ‘全一 ,

有 了
。

化成为三次式

严 “ 一

由此可解得一个正实根

有 及

另一方面
,

如 、 一 毛
,

则方程

了万 。功

‘
当 。

赫子 。

去 在区间

赢
·

奋恒有 毛
·

叭 、

图

端 ’的横坐标 ,

并在点
,

叭 作出曲线 甲 的水平 弦 ’
,

则 其 左

可由下列方程确定

、厂、少玉﹄︸加了,‘护甲月‘

了
、目了、门,亡卜护了毛 扁卡奥三鉴

了左,

一 了毛十 , , 一

客鉴丝三 一 甲

了及, ,

它可以化成 式。 的三次方程 显然
,

当 《
,

恒有 叭 叭

的上述特性
,

得出关于两种过渡方式之间相对优劣的判据

当 。 工
,

在 的正区间
,

函数 试 是递减的
,

因而恒有

直过渡恒优于迁回过渡

现在可根据函数

叭 叭
, 中

当
。

合
,

且 · 。
,

结论和 ‘ , 相同
·

如
,

则结论将

分别由 和 给出 参看图 和

当

结论 成立

口
,

且 毛
,

则存在区间 石 , ,

其 中

当 。 同 而 。 式时
,

迁回过渡优于逗直过渡
,

而且通过无穷远处 乙

的迁回过渡为最佳

如 。 。。 。
一

,

则 二 毛
,

从而对任何 毛 都不存

在“
,

即迁回过渡恒优迁‘ 直过渡
·

同样
,

在 。

合的任何情况下
,

只要 “
,

也成立

这个优劣判据
·

图 上示出情况 阴影区内所有迁回过渡都不及还直过渡
,

但在打点区内的迂回
过渡 一 一 一 都优于逸直过渡 一

。

四
、

多冲击过渡及其改进和排除

回到图 可以着出
,

在由 到 或 由 到
。的最佳霍曼双冲击过渡中都包含背
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图

一次远拱点的逸直过渡 。 矶
,

姚 , 姚 矶 , ,

其中 到 是远拱点过
渡 这样这些霍曼双冲击过渡能否成为全局最佳

,

将取决 乃 与迁回过渡中所需速度总

增值间的相对大小 显然
,

其优劣判据和上节所述完全一样

现在来考虑最一般的多冲击过渡 首先可以作局部的优化
,

把其中每次冲击都代以

更佳的霍曼双冲击过渡 结果
,

全过程变成一连串的霍曼过渡 在速度平面图上
,

这一过

程表示为一条折线
,

其每一段都和斜方格的一条边相合
,

因为霍曼过渡要求每个冲击都在

共轴
、

同相椭圆轨道相切的拱点上进行

图 上示出由椭圆轨道 到 二 的多冲击过渡 各椭圆都已排成共轴
、

同相 不必

按上节所述逐一地分析各远拱点过渡
,

而可以先利用不等式
,

来逐段地改善过渡

轨道

先把霍曼轨道 一 一 换成更优的霍曼轨道 一 一 再把迁回式过渡轨道 一
斗一 一 换成较优的通直过渡轨道 一 接着把 卜 一 换成 一 一 过 渡 再把
由 到 的迂回式换成逸直式

对于由 到 的迂回过渡可暂不讨论其优劣
,

而先把 由 到 的霍曼轨道换
成更优的 一 一 轨道

,

并把 一 一 的过渡改成 一 一 一过渡

现在
,

全程已改换成 一 一 一 这个较原程为优的路线是由始末两亲等 盖

线和最低的等 线构成的

剩下只须再明确是否宜于在 动 到 间采取通直式远点过渡 这要由
, ,

三

一
任

椭圆的参数比值来确定 如 擎二

左

,

则通直式较优
,

而全程宜于采取霍曼过渡 一

一 如 一兰
弓 ,

则任何迂回式过渡都优于通直式过渡 如

则应按上节第
, ,

各条来处理
,

特别是
,

当 下粤二 。

。

巴艺

瑞 口 ‘ —
,

,

将有一个如图 ,

所示的打点区
,

其中迂回过渡较优
,

而通过无穷远的迁回过渡永远是迂回过渡中的最佳
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者 另一方面
,

如

上述例子具有普遍性意义

则这个打点区是否存在还和
。。有关

它也适用于持续加速方式的过渡
,

因为可以把持续加速

看成无数次相继进行的微小冲击的极限情况 这样
,

图 上的折线可以看成一条连续曲

线 上述分析表明
,

经过优化后
,

最佳过渡应在始末轨道间霍曼双冲击过渡和通过无穷远

处的三冲击过渡这两者中选择 因此
,

应当把速度的增值尽量地集中到首尾两端 在无穷

远处的冲击事实上等于零 这样
,

就排除了持续加速的优越性

但是
,

通过无穷远处的三冲击过渡在理论上虽有意义
,

而实际上由于时间的无限增

长
,

是无法休现的 重要的是要找出迂回过渡优于逸直过渡的区间
,

以便在时间损失和速

度节省这两者间合理折衷

最后指出
,

本文的结果可应用于一个圆轨道到定向椭圆轨道的平面过渡 也可用以

作为空间定向轨道间过渡优化分析的辅助
,

如文献 〔 中所作的
,

但这是一个仍然值得研

究的问题
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