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叶轮机械流道中粘性可压缩流动的数值计算

静止叶列中轴对称流动的计算

良哟
大

锦
旦

蒋腹

提要 本文提出一种计算叶轮机械流道中粘性可压缩定常层流问题的数值方法
, 通过在

任意非正交曲线方向上的烩梯度方程
、

能量方程和嫡方程之间的迭代计算
,

可以得到整个流道

中粘性可压缩定常流动问题的数值解 本文首先在静止坐标系中进行分析和讨论
,

并描述了

叶轮机械的静止叶列中轴对称流动的计算方法 计算实例表明
,

本方法的特点是简单明了
,

计

算速度快
,

可以广泛地应用于工程设计之中

一
、

引 言

自从吴仲华教授于 年提出流面理论山 以来
,

由于电子计算机的发展
,

叶轮机械

梳道中三元流动的计算方法得到了迅速的发展
,

并且还在努力获得真正的三元流动解 例

如〔 等 但是
,

所有这些计算方法都是把流道中的流体作为无粘性的理想流体来处理
,

而流体在流动过程中由于粘性所引起的机械能损失
,

用一个通过实验而得到的损失因子

来作修正 这种做法虽然迥避了计算粘性流动的困难
,

但是却带来了一定的误差
,

并且也

不能真正地计算叶轮机械中的二次流问题

后来
,

吴仲华教授又在文献 【 中导出了叶轮机械流道中粘性可压缩流动所满足的

基本方程组
,

并对粘性力的作用与粘性项的物理意义作了详细的分析 由此可以定性地

看出粘性效应对流体流动所产生的影响
,

同时也为叶轮机械流道中粘性流动的数值计算

奠定了基础 近年来
,

人们开始着手对叶轮机械流道中的粘性流动进行数值计算 如
和 叫 沙 , 提出采用推进积分方法计算管道中的粘性流动

,

和
, 采用这种方法计算了绕垂直于主流方向的轴旋转的矩形截面直管道中的粘性不 可

压缩流动
,

等 采用极坐标系计算了扇形截面直管道中的粘性不可压缩流动 这二

种管道已经接近于叶轮机械流道
,

但是
,

由于他们所采用的方程形式的限制
,

以及在计算

中忽略了主流方向上的二阶导数项
,

因此只解决了规则形状截面管道中的粘性流动问题
,

而对于象叶轮机械流道那样非规则形状变截面弯曲管道中的粘性可压缩流动的计算
,

至

今尚未得到解决

本文提出一种计算内部流场中粘性可压缩定常层流问题的数值方法 首先由粘性流

体的运动方程 纳维一斯托克斯方程 出发建立一个始梯度方程
,

并与能量方程和嫡方程一
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起进行迭代计算
,

再通过流量校核
,

可以得到整个流场中粘性流动的数值解 由于本文所
采用的方程都被写成在三个非正交曲线方向上的导数形式

,

因此可以用来计算任意形状
变截面弯曲管道 包括叶轮机械流道 中的粘性可压缩定常流动问题

本文首先在静止坐标系中进行分析和讨论
,

导出静止坐标系中的方程形式
,

并用来计
算叶轮机械静止叶列中的粘性可压缩轴对称流动 这相当于把静止叶列看作为叶片数趋
向于无限多

,

而叶片厚度趋向于无限薄的一种极限情况 这时
,

静止叶列中的三元流场可

以看作为由无限个形如叶片中弧面的中间 流面排列而构成 于是
,

每个流面上流动参
量的分布情况都相同

,

在数学上表示为流动与 口无关的轴对称流动问题
,

在力学上可以近
似地看作为在中间 凡流面上进行计算 在设计问题 反问题 中经常采用这种流动模型
来进行叶片设计计算的

,

在校核问题 正问题 中可以在此基础上再用本方法在 流面上
进行计算

,

来得到静止叶列中准三元流动的数值解

二
、

粘性可压缩流动的基本方程组

对于叶轮机械流道中的气流
,

可以采用以下基本假设 流体是可压缩的牛顿流体
,

并满足富里埃热传导定律 流体是一种完全气体 流动状态是定常的 于是
,

粘性
可压缩定常流动所满足的基本方程组为

甲
·

口 一

、厂、产,‘佗,了‘、了、
。

·

哟
。 一 一 外

一

甲 仁二

,

一 一 十 立口
一

, ,

其中所包含的未知量为流体的流动速度 口
,

流体的密度
,

流体的压力
,

流体 的 温度

和单位质量流体的烩 人 质量力 和吸热量 都是给定的
,

在叶轮机械中一般都可以忽
略不计 气体常数 和定压比热 , 也都是给定的 粘性应力张量 〔 和热传导量 在
假设 下分别满足

、了、尹‘
矛了、了、,百几压‘

砂
“一 二。 十 口 丁 一 鱼 甲

一凌甲

其中 的
, 为张量 甲的 的转置张量

,

为单位张量
, 产 为流体的动力粘性系数

,

友为

流体的热传导系数
,

当温度变化不太大时
,

可以把 产和 及近似地取为常数 然而
, ,

稚
产 、灸也可以取为温度的已知函数

,

这除了会增加一些计算工作量外
,

并不会给计算带来困
难 由上可见

,

方程组 一 力 是封闭的
,

从理论上来说可以进行求解 但是
,

在一般情
况下要直接求解这个方程组还是相当困难的

,

因此
,

我们在进行数值计算之前
,

先将这个
方程组进行变换

对于方程
,

在本方法中可以改用其积分形式为
·

, 。
·

‘滩 一 ‘ 。
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其中 为流道中任一横截面的面积
, 。为给定的流量

对于方程
,

利用热力学基本公式

一 办 一 工

或者其梯度形式
,

,

丈 。 力 一 一
户

合并式 和
,

消去 生 项
,

并忽略质量力
,

即可得

一 口
·

甲 口甲一

这方程表示在流场中焙梯度所应满足的关系式
,

因此把它称为焙梯度方程 焙梯度方程

的建立是本方法的一个特点
,

它的优点是可以在非正交曲线方向上与下面所述的能量方

程和嫡方程进行交叉迭代计算 其中 为流体的墒
,

由方程 积分可得
咤

。 汽 一

入

—
其中 为流体的绝热指数
对于方程

,

将式 投影在流线方向上得

。 甲 一 『
、

一 上 口 甲

再将式 代入上式即可得到

一 口 立
守 工

·

甲。

即

口十 土甲 十 上 们 , 。 ,

侧万︸

其中 表示沿空间流线的距离坐标
,

程

嗯表示嫡沿流线 的变化率 ,

因此把它称 为嫡 方

最后来看焙梯度方程 班 沿流线方向的方程形式

。
·

甲左一 。
· 。

·

甲
·

一 。
·

。
·

。

利用式
,

并通过向量运算后即可得

一。
·

创 十 马
、

一 口 十 全 ·

口 斗

引进 人
。 表示单位质量流体的总烩 即总能量

,

于是上式可写为
沪一,

力
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丛 。 立 二
】
生 二

· · 。

」

,

此式表示济体的总能量沿空间流线 的变化率
,

因此把它称为能量方程 由上可见
,

能量

方程只是焙梯度方程沿流线方向上的表示形式

于是
,

变换后的新方程组由方程 斗 斗 组 成 其中方程
只能再取除流线方向外的二个方向的方程形式

,

其中包含的未知量为 。
, , , ,

, ,

因此方程组仍然封闭
,

可以用来进行数值计算

三
、

叶轮机械中的方程形式和边界条件

根据叶轮机械中流体的流动特点
,

可以选用柱面坐标系 , , ,

幻 来进行讨论
,

其巾
, 轴与叶轮的轴相重合 对于本文中所考虑的轴对称流动

,

其所有的流动参量对 的偏
导数都为

,

于是
,

可以将上述诸方程写成下列形式

一 治梯度方程 可以写为

口沙
, 扩

山

一

护
。,私一泞

一

丝 一 了丝 兰 护 , ,

一
—十

沙 ,

护夕
二 「

丽 十 百不不 一 卜
一 竺 旦丛

洁

十 生 口
, 。 , 。 、 口, , 。 , , 。

一 一 一 —
‘

—

一
尸 一 口 一 刀

朴

占 拌

一 丁 , 石一 十
尸

。,“ ,

飞币

沙 护口

丁飞苏 了 福萨
口沙

,

十 丁丁 丽

汤一汤一万一一

护 , , ,

, 卜 一

—
一 沙 一

。

口护
’

其中盖表示流动参量沿空间流线变化时对子午流线所取的全导数
, 。、 为

、

二 为流体‘

度 口 在柱面坐标系
, , ,

幻 中的分量
,

‘ 为 。在子午面上的投影
,

它们之间满足关系
少 , , 戚 。 扩二 , 。 , 。 夕 , , 夕

其中 。为子午流动角
,

夕为周向流动角 见图

对于流场中任一条空间曲线
,

焙 五沿该曲线 的方向导数为

尝
一

豁贵 豁尝
十

器尝
一

鬓
十

川普器 兴瞥
一

羚
十

皆
十

一

黯卜 ‘瓮
一刹 会

十

刽令
十

去皆 音令
十

升臀
十

含器卜
。

会 会
刹鲁 告瞥

一

势誓
一 氏巫护

,

器 。时

· 对于轴对称流动
,

理应取
·

器
一 。

,

于是此式就是无叶流道中轴对称流动所满足的方忍
叶列流道中

,

由于叶片力的存在
·

应暂时保留器 这一项
·

至于现在所讨论沟
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其中 可以任意取为三个互不共面的方向而得到这三个方向上所满足的方程 一般可以

选取这样三个方向 第一个可取为流线方向
,

这个方向上

的烩梯度方程就是前面所导出的能量方程 第二个可

取为 方向
,

对于轴对称流动来说
,

方向上的方程是不必

要的
’

第三个可取为与流线和 方向不共面的一条空间曲

线
,

这条曲线称为计算站线
。

简称为站线
,

当我们在中间 凡

流面上计算时
,

这站线必须位于中间 流面上
,

站线在子

午面上的投影曲线称为子午站线
,

一般可将子午站线取为

与子午流线接近于正交的一条直线
,

这就是文献 【 中所

谓的准正交线 图
,

这时方程 可以改写为

,工︸内,

, 产

—
月 、—” ”

口
,

口
,

— —
, — — —

一才尹一二 丛 口 「
二 , ,

一 犷

—万 」
’

柳

十
护

·

乙

甲

一产
, , 、—

一
一

才

十 生 丝口

一
一

寸一 孤 甲 宁
力

竺 空些
一

名

十 生
。

一 一
一幽 二 月卜

口

。

一

一
了
—”

其中
称
表示流动参量沿空间站线变化时对子午站线 , 所取的全导数

, 甲为子午站线角

子午流线

子午站线

二

图

能量方程 可以写为

图

丛
口

十
了 生 生护 、 群 二 ,

厂 护
,

一
, —

犷 , 屯—一口 犷

塑二
口护

一尸尹一口
﹄

了、、

通一户
十

少、‘

一氏

︷︸︸

十一 生些 十 护
宕

。

、
, , 。 。

一
州卜 日 电

—
月 ,

— —一 —
, 卜

口
一

口 止 尸

一十
,

口

,

, — —
,

十 —
少

二

君

十 工生
, 口

口 宕

鲁
才、、

十
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,

臀
’ ,

子
’ ,

臀
’

臀
十

登
’一

钊臀 笋

月些 互
犷

口卫兰、几不
万 」

口 。

,

—

三

叱
阴

嫡方程 可以写为
’

及厂 了

—
、七产 一

—暇 —
一 —, 一 , 泣

护 、
州卜

—刀
十 丝 ,

臀
’ ,

于
’

口 、 了口
。 。

、 口 。 、 口
,

口 、
」 ‘

一
】 卜

—一 一
月尸

— —
嘴

—口 犷 万 口名

畏
,

, 一‘

十
, 二 ,
旦匕 不一

一

以上三个方程都已写成了沿非正交曲线方向 和 , 上的导数形式
,

如果方程式的右

边项都能预先给出
,

那么这些方程就成为简单的常微分方程
,

于是问题变得非常简单
,

而

这在迭代计算中是容易做到的
,

这也是本方法的一个特点

要计算叶轮机械静止叶列中的粘性可压缩轴对称流动问题
,

还需要以下边界条件

叶列流道中内外壁面上的速度必须为
,

即 九 壁面上的温度可以有二种

给法 等温壁面
,

即给出壁面上的温度分布情况 绝热壁面
,

即壁面上的温度法

向导数必须为 根据温度与焙之间所满足的关系式
,

可以相应地写出焙的边界条

件
在计算叶轮机械叶列中的流动时

,

为了消除进出口边界条件的人为选择而带来的

影响和误差
,

需要在其进出口处向上游和下游延伸一段距离 在上下游延伸的区域中
,

由

、 一
。 , 、 ,

。

一
。 , ,

一二‘ 二
,,

一 」 一 八
、 二。一

。 , 一一 毋
。 。

,

于是无叶区域
,

没有叶片力的作用
·

因此可由方程 ‘ 的中间一式中令箭 一 而得到

武
,

巧 进竺一

用 。

。

见

—
寸
叫

犷

工 旦竺妇 丘 十
价

全丘、
口万

这就是延伸区域中气流的周向速度
。所满足的公式

四
、

数值计算方法和计算实例

本文采用流线迭代法进行数值计算
,

现以叶轮机械静止叶列中轴对称流动为例来叙

述本方法的具体计算步骤

在中间 凡流面 包括静止叶列内部和上下游延伸区域 上
,

先选取若干条站线
,

再按流量的某种分配原则划出假设流线
,

于是
,

流线与站线组成了一个计算网格
,

并在

网格点上假设 , 、 和 的分布情况

将中间 凡流面上的计算网格投影到子午平面上
,

从而得到由子午流线 。和子午站

线 。所组成的一个子午网格 利用数值微分来得到子午流动角 “ 和子午站线角 甲

“

万
甲 几 ‘ 气产
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在静止叶列内部区域中
,

可根据静止叶片中弧面形状来计算 。和周向流动角 夕

。一 。。 ,

粤
以护刀 聆健肠了

夕 去竺
份

对于反问题
,

可以根据所选择的流型来计算 。 ,

再按公式 得到 夕值

在延伸区域中
,

可以对方程 进行数值积分和迭代计算来得到 。值
,

再按公式

得到 夕值

八
利用数值微分得到流动参量

, 、 。、 二

和 沿子 午 流

线 和子午站线 ” 的方向导数值
,

再利用导数性质

心 处 立 色
口 口

下
一

万
一

下
一

声‘

一 口 , ’

口名 厂
‘尸口

一

留一君一

嚣
其中 表示某一个流动参量 图 咋

立
, 。

全 一
。 。

立
。。 。
丝 一 吐

。

称

中 , 曰 口 , , 二旦 箭一 , 二。 、。 , 译 , 七二相 ‘
,, 、二。。 , , ,

〕己、兰兰 润 牙三 翻 引 目习 , 七 , 洲 二乙人 刀口 后乙刁、 廿
二李习心匕乙

一

压、文人 门匕匕二三口 ‘ 夭于多 下丁一 钊 下二 日习
‘

注孔 。

口尸 口宕

对于二阶导数值
,

同样可以通过求解线性代数方程组

了介 、二 了 夕 山 夕 、
妞

一
丹 龟

—
一

—一
脚 击刀

丝︸一耐
矛 了 护
犷 , 尸

一 下丁
一

, 尸几
” 力宝口

勿一份

沪了

而
吐
口

厂 、
, 二 了 护

—
, 协

—
移

十 万一
口尹 丽 丽 丽

子
刀

夕了 , 上

———
厅

刀

山一而的一扮

介
而 阴

主一而的一护一一
护广 二 二

石户万万 面叹

来得到流动参量的二阶导数值竺 竺 卫 和 卫
口 刁

一 刁一
一

口
由于在理论上说必须有



年

护

口君

因此我们可以取它们的平均值作为 的值用到各个方程中去

在每条流线上 除壁面流线外 对能量方程 和嫡方程 进行数值积分
,

并
用进口处的总烙和嫡的值来决定积分常数 即可得到整个流场 除壁面外 的总焙和嫡灼

分布

在每条站线上对始梯度方程 进行数值积分 、并利用壁面边界条件即可得到焙
‘ 的分布

,

再利用总焙定义和式
、 ,

可得到 , 、 、

的值
,

在数值积分中的一个积

分常数可以利用流量公式 来决定

按照预定的流量分配原则
,

通过流量反插得到新的流线位置
,

并利用小于 的松弛
因子得到新的假设流线位置

,

然后再回到第 步进行下一循环的迭代计算
,

直到假设流线
位置与新的流线位置之间的差距满足精度要求时为止 这时所得到的计算结果就是我们

所要求的数值解

在以上所叙述的计算步骤中没有涉及到一些具体的数值计算方法和编制程序中的一
些细节问题

,

这将在另文中再作详细的叙述和讨论

利用本方法曾对多种流道进行了多种方案的计算
,

这里仅将某轴流式涡轮静止叶列

中的部分计算结果画在图 中
,

从图中可以看出粘性效应对速度和温度分布的影响

本方法的特点是基本方程简单明了
,

计算简便
,

计算速度快
,

以上算例中取 条流

一一 当当份
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卜卜卜卜一
中中

卜尸尸卜卜丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫丫
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卜卜州州卜十一卜十一一目目匕一洲洲一一十一 ,
一一

份︸‘氏“﹃︸工

︵￡︸卜

进口延伸区
、 一

一
一护

静止叶列区

心
、 一

产

出口延伸区

图 轴流式涡轮静止叶列流道中子午流线与于午站线分布图

﹄︸行才‘飞子人
,

一
‘

少丁

一一尸一一甲一一
,

姗

图 进 口截面上 和 的分布 图

让 从

出 口截面上 和 的分布
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线
,

条站线
,

在要求流线误差不超过 时
,

在 计算机 万次 秒 上的计

算时间不超过 分钟 不包括打印时间
,

而且所需要的计算机内存也并不太多 因此
,

本

方法可以广泛地应用于工程设计之中

五
、

结 论

本文提出了一种新的数值计算方法
,

通过任意非正交曲线方向上的焙梯度方程
、

能量

方程和嫡方程之间的迭代计算
,

可以得到任意形状的变截面弯曲管道中粘性可压缩定常
层流问题的数值解 本方法的特点是在任意非正交曲线网格中建立了粘性流动的基本方

程
,

而且在迭代计算中这方程都可以简化为常微分方程
,

因此使计算特别简便

本文讨论了静止坐标系中的基本方程和轴对称流动问题的计算方法
,

并对叶轮机械

静止叶列中的轴对称流动进行了数值计算 计算结果表明本方法是简便和适用的 在第

二部分中将建立旋转坐标系中粘性可压缩流动的基本方程
,

并对叶轮机械旋转叶列中的

轴对称流动进行数值计算
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