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简化 卜 方程组及其数学性质
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膏 智
中国科学院力学研究所

提要 本文对二维简化
一

方程组作了定性分析
,

作者认为当流动的切向速度

分爪
。 ‘ 。

为局部声速 时
,

土述方程组是不适定的 因此
,

在数值求解时有不稳定性的间

题 此外
,

还讨论了球锥粘性超音绕流时初值及边值条件的提法

自从 年 提出边界层理论以来
。

它在粘性流的研究方面起了非常重要

的作用
,

但是
,

随着高速飞行器的发展
,

对于许多重要的实际问题
,

边界层理论已显得不够

用了 直接数值求解完全
一

方程组 以
一

「简称 一 方程
,

虽已取得可喜的

成果
,

但其计算容量和计算时间仍然是可观的 有一条弓人注目的途径
,

即改进边界层方

程或简化完全 一 方程
,

从而达到有效地解决实际问题的目的 在这方面
,

从六十年代

以来
,

人们做了大量的工作
,

可归纳为三种 建立二阶边界层理论 薄激波层近

似比
‘ , 简化 一 方程‘一幻 我们指出

,

薄激波层方程组当 二‘ 时不能光滑过渡到

方程
,

而简化 一 方程当 。一 时可光滑地过渡到无粘流方程 其次
,

对简化
一 方程可用统一的计算格式 一次解出

,

无须用解边界层方程组那样的复杂方法

利用简化 一 方程求解一系列实际间题的工作已经很多
。

所遇到的共同问题是按初

边值问题求解时出现数值解的不稳定性旧一 不少人提出过避开这种困难的各种处理方

法
,

却很少从数学上研究上述不稳定性的原因
,

方程的性质及边值条件的正确提法 本文

是根据作者的一些实际计算经验
,

从数学及力学的观点定性地分析一 这些问题
,

日的是

与国内外学者讨论

一
、

简 化 一 方 程 组

简化 一 方程组由于右端的取舍不同形式上略有不同 当 数 。 很大时

实际差别很小 下面写出高智在 年分析粘性—
无粘流干扰问题时导出的简化

方程组
,
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‘ 拼 「口“
,

“ “ 口。
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一

‘

口 」

。 尸 。 , 。 。 二 。 产。 , ‘ ,川又
, 。 为钝头驻点曲率半径

,

友为物面曲率
, 二 、

分别为沿物面及垂直物面的正交坐标
, “ 、

压力
、

密度
、

温度
、

粘性系数及导热系数
、

, 为相应的分速度
、 、 、 产 、 又分别代表

夕、 用
、

蕊
、 。 、 乱

、 拌 及 几 无量 纲化 方程组 一

类型与边界层方程有本质区别
,

下面将予以讨论

用 二 、 、 、 产、 几分别用
, 中包含了无粘方程

,

其数学

二
、

简化 一 方程的类型

大家知道
,

古典的边界层方程组属抛物型
,

作为初边值问题求解是适定的 简化方程

组的类型没有统一的提法
,

有人提抛物型方程组 一 ,

有人提双曲一抛物方程组
,

文

认为在物面附近 假定壁面条件为 “
, , ,

, 二 具有反热传导性质 方

程的基本类型决定流场中信息传播的方式和边界条件的提法及数值解法
,

因而是十分重

要的问题

简化 一 方程系由几个一阶和几个二阶拟线性偏微分方程所组成
,

严格按古典意义

确定其类型是困难的 由于方程组中既有对流效应
,

又有扩散效应
,

我们可以某种效应为

主来分析解的行为
‘

鉴于方程组的拟线性性质
,

我们仅限于某个点的小邻域讨论 当 拼 箫 。时
,

引人下列

辅助变量
二 一

三
。

口
产下一

, 。拼 不丁一

夕

于是
,

可将 一 分 化为等价的一阶方程组

丛
一

旦丝 一
口 口夕

其中
,

为 矩阵
,

, 为六维列向量 的特征方程为
。十 吵刁

,

一
,

补 ⋯
,

其特征根为
。一 。

,

祝 一 。 会十亡了耐
,

‘ 一“ 会一亡了耐
此结果与 〔

,

的结论一致

由 看出
,

微分方程组有四个重特征
,

反映了抛物型性质
,

信息以无限速度沿 ,

传播 另有二个非零的实特征
,

代表双曲型性质
,

信息以有限速度沿特征方向传播

因此
,

当拼 钾 。时或扩散占优势时
,

可把简化 一方程组看成双曲一抛物双重性质的方程

组 从【 的判别方法也可得出同一结论
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另一方面
,

当 产 一 。
,

即 一 退化为一阶方程组时
,

特征根为

, 一 〕一 。、。
,

一 。

鲤军件卫
其中 为 数 当 时

,

所有特征根为实的
,

属双曲方程组 当 时
, 又 和

又。为复根
,

属椭圆方程组 因此
,

当扩散效应很小时 又
一 , ,

方程组的性质将发生根本

变化 介于中间状态的方程性质是复杂的 但是
,

我们认为
,

更为重要的问题是
,

对

一 提初边值间题是否适定

三
、

初值问题的适定性

在
,

中曾指出过简化方程组的双曲一抛物性质
,

但他们由此得出结论 钝头

休超音绕流流场从驻点开始作为初边值间题向下游积分是适定的 我们对此有不同的看

法 经分析发现
,

当 “
‘
时 间题的提法是不适定的 为简单起见

,

我们考虑原

方程组的主要部分并且在系数冻结时的情形
过 旦多 丛口

、

口
一 一
口夕之

其中刃
, , ,

户,

“ 那

护

刃‘、

︹

四

婴
子
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丁

岁

拜
一 声名、 一 岁 自 户夕

一

“一
一

那一溉

。那

,,、、、

一一

矩阵 才 当 。 一 。及 。 ‘ 时退化
,

因此不能由方程组 将导数梦明显解出 为

讨论 时 问题是否适定
,

我们注意到下列定理咖 ,

常系数方程组
口

‘

口 。 己

—
且

—
, 卜 刀

—口 之
为进化方程组的必要条件是矩阵 的特征值有正的实部

,

若这些特征值是互不相同的
,

则

条件也是充分的

我们利用与 中同样的证明方法推出 为进化方程组的必要条件是其特征

方程
又 一

,
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的根有非负的实部 的根为

石 礼

又
, 、

士

户 一
丫 一 一

了 , 一 一 一 了 一 一
‘

其中扩 “ ,

不难看出
,

当 “ 。 时 耘 妻 而当 “ 。 时 又, , 又。 因此
,

当 “ ‘ 时
,

不满足进化方程的必要条件
,

初值问题的提法是不适定的

在 “ ‘ 的区域出现计算的不稳定性这一事实
,

有许多工作已提到 一 , ‘ ,

我们认

为
,

差分解法产生的不稳定性是由于 。 ‘ 时原偏微分方程的不适定性所引起的 同一

隐式差分格式在 “ ‘ 的区域未出现不稳定问题 从数学上看
,

关键在于方程组 中

导数 。 的系数矩阵 在定解区域中发生退化 因此
,

要克服数值解的不稳定性
,

必

须改变矩阵 的结构 如在 ‘ 动量方程中显式处理 对 , 在连续方程 中 显 式 处 理

产 , 在 , 动量方程中选代 , , 以及阻止扰动发展的特殊做法国等等 事实上
,

如果将 二 动量方程中的 。 。 或连续方程中的 。 看作相对固定
,

则方程组 的

特征方程 又 一 。 的根为
拼 、

、 ,

丫
,

儿 儿 儿 一 — —
奋 儿今一 —儿

沪夕 。

“ 。
一

其实部非负
,

因此满足进化方程组的必要条件

四
、

初边值问题的提法

如前所述
,

简化 一 方程组一般说来在 “ ‘ 的区域初值问题是不适定的 那么应

如何给边界条件
,

才能保证问题的提法是适定的呢 下面仅对钝头体超音速粘性绕流做

一定性分析 在无粘流情形
,

流动图象如图 所示
,

若从驻点提初值问题
,

如积分关系

法扭 〕所做的那样
,

则产生两个问题 第一
,

驻点解是不能独立确定的
,

而与流场中通过奇

异线 “ ‘ 上的正则条件相关 第二
,

从驻点线向下游积分是数值不稳定的
,

这种不稳定

性是由问题提法的不适定所引起的

对粘性流来说
,

物面条件若为 “
, , “

, 二 无滑流
,

无引射
,

则流场中所

产生的局部声速线 “ ‘
并不和物面相交

,

而是紧靠物面一直延伸到底部近尾流区域的

点 图 换句话说
,

头部的亚音区与底部的亚音迥流区被一条物面附近极薄的亚音

带连结起来 信息通过这条带前后是否互相有影响呢 这是国外学者有争论的问题
,

大

多数人认为这种影响是存在的“卜巧 ,, 也有人从力学观点分析后面的信息对前面是不产

生影响的
,

因而认为对简化 一 方程提初边值问题是适定的山 , 根据我们前面的分析
,

前一种观点是比较合理的
,

事实上
,

假定对简化 一 方程亦采用积分关系法的思想进行

求解
,

由于曲线 “ ‘ 不落在物面上而落在底部区域
,

我们设想积分关系法的分割条带

数 无限增大
,

则驻点线上待确定的无穷多个未知量与 “ ‘ 上的无穷多个正则条件连

系起来
,

当 , 时
,

驻点线 上的量与整条线 “ ‘ 上的正则条件相连系
,

这就

是说前后的
“关联 ”是存在的

,

原则上必须在区域 上作为边值问题求解
,

而

人为地给定前面流场沿 二 方向推进求解是不合理的
、

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力 学 学 报 年

根据上述分析
,

我们认为在区域 刀 才 上求解时边界条件可如下给出 在

处给对称条件
,

在 线上不应提条件
,

一 。处不足的条件由隐含解在曲线 “ 一 ‘

上的正则条件来补充 关于 夕方向的边界条件
,

可由原始偏微分方程组的特征来确定 由

第二节可知
,

方程组有四个 二 的特征
,

代表抛物性质
,

信息沿 以无限速

度传播
,

必须在 一 。及
,

上各给二个边值条件 其次
,

因特征值 又
,

礼 的
,

故在 夕 一 。处可给一个条件 又 妈
, 凡 儿

,

在 一 处亦给一个条件 若

才

侧

门目卜 网 ,

一

妙六
、

以一门月

二二 五
汉 刀 五

将钝头体绕流的脱体激波作为未知
,

则须再给

一个条件
,

共七个条件 我们取物面上兰个条

件和激波上的四个条件
,

正好使方程组封闭 但

是
,

若将法向动量方程中 。 对 的二阶导数保

留
,

还缺少一个边界条件
,

通常用激波上的连续

方程
‘了或壁面上的法向动量方程补充

在实际计算中
,

对细长的钝体
,

底部流场和

头部流场的相互作用是很弱的 由于粘性耗散

使扰动逐渐消失 因此可将定解区域分 成
、

、 、

四个区域求解 为钝头区
,

大部分

为亚音区 为身部流场
,

大部分为超音区
,

而

壁面附近为薄亚音区 爪 为近尾流区
,

其流动

结构极为复杂 为远尾区
,

即纯超音区 以

上四个区域划分的准则是相邻两个区域的解相

互影响可以忽略 我们采用直线法求解区域
,

经验表明
,

只要 线将主要亚音部分包含进

去
,

则区域 对 的影响可忽略 区域 可作

为初边值问题推进求解
,

但有数值不稳定性存

在
,

只要利用第三节所指出的改变系数矩阵 汉

的性质或适当控制步长便可求得稳定 的数值

解 区域 应作为边值问题求解
,

许多人仍用

一 分 类型的方程组
,

但是保留 、 方向的二阶导数项更为合理 至于区域 纯粹

是超音区域
,

利用方程组 一 , 作为初边值问题推进求解是合理的 我们对球锥

组合体求解区域
、

的数值结果表明
,

上面提出的分区解法是可行的
,

比之
,

方法 〔
, 〕或时间相关法有效得多 目前简化

一
方程已应用于管道流

、

近尾流洲
、

远尾

流叫
、

压缩拐角〔川
、

激波一附面层干扰问题圈以及三维尖头和钝头体的粘性绕流〔
工 一 ,

效

果是比较好的
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