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低频微幅偏航与侧滑振动机翼的

低速升力面理论

黄 明 洛
南京肮空学院

提要 本文利用 与机翼固连的坐标系
,

提出偏航振动机翼低速绕流的数学问题
,

对翼后蛇

形尾涡作了仔细研究 在低频振动的情况下 ,

利用非定常涡格法进行数值求解 本方法可以

用来计算机翼因偏航与侧滑振动而引起的滚转力矩气动导数 某些导数的计算结果与实验结

果作了比较

一
、

偏航问题的数学提法

偏航与侧滑引起的气动导数是研究飞机横侧向稳定性的一个重要原始数据
,

机翼对

这些导数的影响是主要的 取与机翼固定的坐标系
,

见图 轴向上
,

为机翼

前进速度 与 价是攻角和上反角
,

且皆为小量 采用无因次量
,

以
、 、

司 作为特

征长度
、

特征速度和特征时间 不失一般性
,

只考虑机翼绕 轴以角速度 。 ,

作偏航振动

功 夕 功

这里 , 为无因次时间
, “ 为圆频率

,

又设 。 ,
二

《 因为附加侧滑振动
,

仅相当于移动

旋转中心
,

故不必对侧滑作专门研究

对于低速不可压流情形
,

相对于运动坐标系的小扰动绝对运动的位流方程简化为川

口必

其中中 为扰动速度位 如果只保留

化为山

中

和 沙的一次幂项
,

则小扰动的动力学方程的积分简

户一 厂
二 么

口必 少 口必
,

毋
一 —— — — —

。 月一

— 功
‘ 万

式中 与 为压强和密度
,

脚注 代表自由流条件

在 口 平面上的边界条件如下

机翼所占区域
必、

气下丁一 一 一 又万 功夕 中

尾迹区内
,

压强连续
,

式必须为零 如果只保留 。 , 二

的一阶项
,

则简化为
中 毋 口少 、

毛一 —一 —十 二 。

口 万 ‘ ,

本文于 年 月 日收到
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这里已经考虑到 。中 头
, 一 。 , 二 、

机翼与尾迹区外 必 , 一。一 。 力

在无限远处
,

扰动为零

因此
,

低速机翼的偏航振动绕流间题归结为解方程
,

并且满足边界条件 到

与无偏航问题比较
,

区别仅在于尾迹区的边界条件

二
、

在运动坐标系中尾涡线的瞬时形状

考虑一阶线性偏微分方程 斗 ,

在
, 二 ,

己工 浮

一 一

, 空 司取微元
,

汀纽

才 。

满足条件

了。

则 式表示
,

沿该微元有 中 。 所以该微元是
, 之 。 , 空间中 中

初始条件 。, 君 。,

积分 式
,

得到

的线元 以

, 一

句 全垫 塑里卫里鱼 田
。

功 。 〔 , , 万 。 , 。 ,
, 、

阴 厂

田

劝

之

产

令 。。

句 代表机翼后缘某点
,

则点
,

的 就是 。 ,付刻从该后缘点拖出的涡在 了 时刻

达到的位置 中二式消去 。,

就得到从后缘 。 , 。。 处发出的蛇形尾涡线在 ‘ 时刻的瞬

时曲线方程 还看出
,

左右翼对称的后缘点 。相等 拖出的蛇形尾涡线的瞬时形状相同

三
、

蛇形尾涡线引起的诱导速度

如图
,

计算一条蛇形尾涡线在 , 时刻对 一 。平血的点
,

句 产生的诱导速度
。 ,

假设尾涡环量 不随时间改变
,

利用 公式
。 ,

一 工
一

兰巨业左
斗叮 ‘

符号见图 其中 日, 一 △日 , △ 。 ,
,

只

保留一阶项
。

则

口 乙 一 口 △日

了 , 勺

日

口

,

、 △口 二 。

里‘

一小
。。田 。二

气一

⋯

一 白
。口 一 二 —一之一一 九 十 曰 又。乡 刁

代入 式得到
。 ,

一 。 ,

几
一 。 一 了

一‘

“ 立
一厂 迹也互亚二 丛 、二

斗二 、。

‘ ,

时甩 半小
。 切委二 , ‘, ,

涡线方向 将瞬时尾涡线方程代人对钊七简
,

则式 中的二个积分分

别化为
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’旦二旦里旦三旦里 三二兰卫
言

一

上
。。。。 二 一 二 。 一

田

一 一 日, 。

一
、砚刀 ‘ ,

— —护

功

功 一

今
吸刀 一

必 三 田 一

。 一 。 十 止竺
田 〕

·

一扩
一

, 三旦三色介
二 。

孟

。

丁 「
, 、 , , 、

—
口 , 耍 — 万 少 —

刀 一
幻 少

了 一 、 一 ,, 一

尹
‘

‘

。 ‘ 、 , 、 , , ,, 、

个 。 ,

一 火 一 一
一一下 切火 一 甲 一万 、 夕

田 功‘ 口‘ 」

式中 必 , 。 , , 一 。 , 。

以上两个积分显然都收敛
,

但要积出解析式却十分困难 飞机动稳定性计算的有兴

趣情形是低频振动
,

但当 。 、 时
,

以上两个积分都是发散的 幸好
,

我们可以抽出引起

积分发散的奇性项
,

并且发现
,

当计算从左右翼对称的后缘点发出的蛇形尾涡 环量大小

相等
,

方向相反 引起的诱导速度时
,

这些奇性项互相抵消
,

结果仍然收敛 以下进行具

体推导

取
,

很大
,

以后要令其趋于无穷大
,

则
户 二

劣 〕
、

先考虑积分

在 。, , 。 段
,

当 。 ” 时
,

式中
、 、

一 一 田火 一 夕 一 不 切又 一 夕 一 , 犷
田 田

‘
功

一 一
,一“气

三立 功

、 、

一 一万 “ 切 、 一 夕 一 一

万 甘 一 少 十 一二
切

一

切

互二二迎上 些业

在 , ,

段
,

因为 , 》
,

故有

岛
,

一 ‘ 八

了一 甲 口 、山

端 、 一

因此

了 了。

一 , 一 。

,
·

孟

一

认
一

二 一

。

,

, , , ,

这个积分是容易积出的
,

当 。 时有对数奇性 因为这个积分以后要自动消去
,

因此

无需积出显式

用同样方法化简 式 则当 。 , 时
,

式简化为
, ,

一 , , 、

一弄
口 ,

一
, 二 。

一 ,日 一 。

, 孟



‘ 。

一 ,口,

· 鉴砂电 扮
一

坐孚产
产‘吸,︺

一
一

户十工
产‘

、 。、

工
少

·, 十 。

一
,日 一 。 咒 , 。

—
一

—
一 一 一 一 一 一「

白
、 二

一 ,日 一 。

,

丁
一

主旦少
少

少 ‘ ·· , ·。

一
‘

广执一
一

一
、

劣浅一旦些
一

上式各项积分都可以计算出来
,

再令 、 ,

、
,

将含 , 的奇性项一起归并人函数 尹

中
,

经过冗长但并不复杂的计算
,

最后归并得到十分简单的公式

一
一 , 一轰

·

“一 斗 〔“·

, 弓

其中
。 一 。

韵交二爵
一

旦
“ 一 塑笋 丫牙不不于一 ,

丫
, 戈 , 一 二

、 二 、 又丫
, 二 尤

二

一二一 万一下
叶 —

名 广 十
‘

式中

一 。, 二 二 一 。

注意
,

式中已省去含 二 , , , , 。 的奇性项
,

因为同时计算从机翼后缘左右

对称点发出的环量大小相等方向相反的自由涡的影响时
,

该奇性项会自动消去

四
、

涡 格 法

沿半翼展将机翼等分成 。 个条带
,

再沿弦向用等百分线作 加 等分
,

右半机翼分成
只 。 个小格

,

左半机翼与之对称 每一小格布置文【 」所

述的非定常斜马蹄涡
,

所不同的仅是机翼后缘之辰那一段

自由涡应改为本文所述的蛇形涡形状
,

如图 斜附着涡

放在小格的 弦点线处
,

控制点取在中间 弦点处 小

格展长 。为常数 按文 的计算公式
,

取 几 作为

特征长度最为方便

用
、

了
、表示一线性运算子

,

它对第 , 个非定常偏航振

动斜马蹄涡的无因环量 几 的作用
,

将得到它在第 ‘个控

制点处的 向诱导速度 按照边界条件
,

间题在于求解

方程组

艺
一

丫
‘ , 一 一 、 一 ‘ “ 、 的 , ‘必

式巾

了

, , ‘ , ‘ 分别为控制点

将未知环量 几展开为

处的当地攻角和坐标

, 。 ,

代
,

此
, , 。。 十 厂重 宏

, 冲 ,
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其中脚注 “ 和 少分别对应攻角间题和上反角问题 显然
, , 。

为无偏航运动时的定常

无因次环量值

又将 戈了‘展开为
几

丫
‘ 吸

夕乡‘ 厉犷 ‘

其中 , 扩‘代表与无偏航非定常斜马蹄涡对应的算子
,

而 厉犷‘ 为机翼后缘之后那一段 向

自由涡变为蛇形而引起诱导速度增量所对应的算子

显然
‘ 争 少 ,。 ,

圣

了
‘ 宜

,

粉 ,动 。

将
、

式代人 式
,

并且展开
,

只保留 , 二 的一阶项
,

得到

艺 那
‘ 。,“ ,

叉
‘ ,。

那
‘ 粉 , 。 ,

叹

, 玄
,

、 宫
, 苗 ,

一 ‘ 一 之‘ 。 , ‘巾

夕多‘ 少 ,必 , 气

乡厂 , 。, 。 ,

、﹄、产‘,‘,‘了、了‘、, ,

⋯
,

按第三节

厌
‘ 。, ·

’, ’一六
, ,。 , ‘,苗 , 。, 。 ,

在按 到 式计算矩阵系数 〔 , , 和 , , 时
,

应该注意一个斜马蹄涡模型有两条

方向相反的蛇形自由涡

“ 二 , , , 一 之
留 ·

,
‘, 。, ·

, ,

其中 , , ‘, 可按文〔 公式 夕 式计算

又按文 〔
,

当 。 时
,

有

、
‘

《欲’
一

沙
。·

嵘寡加
十

黔
。 , , ,

默囚
“ 寡

一 一 众
留·

,
‘ ,

豪
二 ‘

以上两式中 。 ,

柳 签
, 。按文 ‘ ,公式 ,

琳
,

·

, ,式计算

切 ,

将 到 式代入 式
,

把攻角与上反角问题分开
,

又令两边常数项
、

正弦项 含

的项 和余弦项 含 。 , 的项 分别相等
,

得到如下方程组 攻角问题

艺 留 , , , 。, 。 , 一 一 、邓
,

艺 。 , ‘ , , , 一 艺 对 ‘, 。, 。 ,

,

二
‘

习 , , ‘, 争 ‘一 ‘ , 。, 。 , 一 艺 粤必、
,

口 “冲 」 护

, ,

⋯
,

间艺间

计算时已改正了文 〔 公式
·

匀 式中两处算术符号的印刷错误
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以上三组线性代数方程可以逐一地解 出来 其中第一组方程为无偏航对称问题
,

只需对

右翼 个未知量求解 可以证明
,

第二和三组方程均为反对称问题
,

也只需对右翼 个未

知量求解

上反角问题

艺
, 。 , , , 少 , 一 一 , ‘ ‘ ‘价

,

二
‘

艺 留 ,

‘护 ,
, 了

一客又黔
田一。 ‘, ‘

, , 了

。 ,

⋯
,

万

这两组方程都是反对称的
,

也只需对半个机翼求解

五
、

气动载荷计算

由压强系数公式
,

不难证明 砍。 定理对于非定常斜马蹄涡依然成立 考虑

右翼第 个涡模型产生的升力
,

如图
‘

涡的升力为
。 ,

一 伽 二 。〔。 、 , 。乡 , 。

户。 。。 , , 厂
, 。 ,

其中
、 , 、

脸 为 涡中点的坐标和后掠角 将式 代人
,

只保留 。 , 二

的一阶项
,

得到
。 一 户。 砚 犷。

, 。 ,

打。
一

干 夕。 州 , 乡 厂争 十 沈, , 。 ,

二 几
,

此心
, 山 , 。 十 。‘ 。 , ,

〔 几
, 。 , 。

户。 , 。 ,

汇犷。 。。 , 。互
二

其中第一项对滚转力矩无贡献

涡的升力为
。 , 一 。一 ‘ ” 。, 。 , 二 , 乙、万

户 几 , 。 , ’
。, 。 , 么一 升 。二

。、 、

同理
,

涡的升力为

, , 一 一 , 愁 。 , 。
, 。 , 城 一 汤 。 。

可以看出
,

与无偏航情形不同
,

有偏航时
,

和 涡也是产生升力的附着涡
,

只

有
一

机翼后缘之后
,

才是不产生升力的蛇形自由涡 总和所有涡的贡献
,

可以找出绕 轴的

滚转力矩

六
、

计 算 结 果

以机翼面积与翼展为特征
,

定义滚转力矩系数 ,
二

又以半翼展和 为特征
,

定义无

因次时间 ‘ 和无因次角速度 。 ,

按照 习惯的方法表示气动导数

如一即一一
口尸,

用
阴︹矽沁

一口
一

一一
月

柳
阴一

·

田一口
一一

·

势阴柳 》
口用 二

。功 , ’
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会 一一 “

‘二二二 一一一一

”卜打一有一瑞 加
度

才 一
·

又 , 刀 , 牙 二

一
亡二 一 一

叨

度

刃 二 , 矛

夕一佘一丫厂一亩
度

一
‘

几 ” , 刀 , 牙

又 二 又

月,一日︸一

一户
·。妞妥

亏·‘ 一 ·‘

人
尸一一一一一一一 一一一一 一

,曰︸︸

一一

公卜气‘

,

加 ,

“ , 又 , 牙

图 , 望, 的计算结果 相对稳定性轴

一估算
,

文

“ , 又 二 , 牙 “
·

图 。盆, ‘ , 的计算结果

—本文

实验

其中 夕为侧滑角
,

夕 命
对于许多梯形后掠机翼

,

相对二个重心位置 薪 和 , 旋转中心相对于平均

气动弦 , 前缘的距离与 , 之比 进行计算 利用重心移动时气动导数的转换公式找出

翌和 二壁 部分气动导数的数值结果与经验估算以及实验结果作了比较 除特别注明

外
,

本文均用 , 。 作计算 设 几为机翼展弦比
, 刀 为根梢比

,

为四分之一弦

线后掠角 图 到 是平板翼有攻角情形 价
, ,

为升力系数 图 到 为有上反

角情形 。 的 除了图 中中以 “度 ” 计算外
,

其余均以弧度计算 图 已转换成相对

于稳定性轴系
,

其余均相对体轴系
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计算证明
,

对攻角问题
,

考虑或不考虑尾涡变为蛇形对结果的影响是较小的
,

约 占

左右 但是
,

考虑这一影响
,

计算结果更靠近实验结果 攻角问题的时差导数全因尾

涡变蛇形而产生
,

数值是很小的

对于极小展弦比三角翼
,

尾涡对机翼的影响可以略去
,

于是 中就等于无 滑定常攻角

问题的细长体理论扰动速度位 这时
,

式变为 〔剑的细长体理论压强系数公式 因此
,

本方法对该情形趋向于细长体理论

。。。。

一众 户 一 〕

﹄

,一八曰

一

们︸衬
净

宕一
·

一 。

—
止

一 户

。

夕产与

妇引一一胡

又

夕

,,

呈
,

图 平板翼侧滑 导数

义 一 朽
。

—
一

本 文 实验
,

文 「月

月忱︺八

〕呢 卜

甲

。

川一

呱刊
斗

、。﹄
乍

之气暇

厂

之电
匀

‘

,

,

甲

上反角问题计算结果

书
。 , 又

,

寿 二 。

—本文 —一 推广升力面理论
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一

一

侧琢心芝心

图 上反角问题计算与实验结果比较

尤 “ , 又 一, 刀 , 牙 二

—本文 一一 估算
,

文 」 实验
,

文

七
、

结 语

本文仅对低速情形建立了偏航振动机翼的升力面理论
,

提供了低频振动情形的数值

解法
,

把问题分解为若干个对称与反对称问题
,

大大地节省了计算机的内存容量和计算时

间

本方法没有考虑机翼偏航与侧滑时一个侧缘可能变为后缘的影响 因此
,

当侧缘影

响变得十分重要时 例如极小展弦比的矩形翼
,

方法变为不适用
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