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加权残数法用于侧向力作用下开有 排孔
列的剪力墙的近似解

孙 业 扬
上海市民用建筑设计院

提要 本文推导了侧向力作用下开有 二 排孔列的剪力培的微分方程
, 选择了连梁剪应力

的试函数
,

用加权残数法确定试函数中的待定常数
,
获得了描述真实的 袱约 曲线的近似

解析解 对剪力墙计算结果表明
,

加权残数法所得的结果与有限元法比较十分接近
,

但是加权

残数法具有未知量少
、

误差估计方便
,

工作量减省
、

可得解析表达式等优点

一
、

基本微分方程

采用连续化方法
,

在 年获得了双肢剪力墙 即开有一排孔列 在侧向

力作用下的解析解 此后
,

关于开有 , 排孔列剪力墙的解析解的研究工作迸展 不 大

等 所推导的基本微分方程和所得的结果是错误的 本文在下面推导基本微分

方程并用加权残数法求解

开有 ” 抖卜孔列的剪力墙如图 所示 有关符号除图 注出外
,

尚有 人
—第 墙

肢截面的惯矩
, 、

—材料的弹性模量和剪切模量
, 那

—材料的泊松比

作如下基本假定 将连梁简化为沿高度均匀分布的弹性薄片 图 连梁跨中

存在反弯点 各墙肢的挠曲一致 本文作者曾对孔列数 , , , ,

的剪力墙做过

一系列光弹性和电侧试验 试验结果表明
,

上述假定在特征值 丙 一
, ,

,

⋯
,

的 的范围内是可行的
‘

表示以相锣的第 和第 十 墙肢构成的假想双肢剪

力墙的特征值
,

其计算公式见式 弓

以 幻 表示第 孔列连梁弹性薄片的剪应力
,

如图 所示 以 ‘ 幻 作为未知函

数
,

按连梁跨中切口 处变位的连续条件
,

可以建立如下的基本微分方程

‘ 、 一 艺 , 、, , 二 乡 。 、

一

其中

汽
。 。 一

鱼乙
, 万乙

本文于 年 月 日收到
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口门曰门甲门曰口口口口口口口口洲日门日口日阔口口口门曰口口口口口曰曰口口口口

或
。舜

目 牌冉 二已
肉 丰些月

图 开有
。 排孔列剪力墙的示意

弹性薄片
一一一一

目目目目目

一一一一一一一一一一

卜卜

主主主
非非非

羹羹羹羹羹

羹羹羹羹羹
价 成

从
,

图 连梁简化为连续的弹性薄片
‘

、

井气妙先
,

连梁弹性薄片的剪应力一一图
,

钊﹃

一瓷箭 分
瓷盟

一

劫
瓷瓷

一

劲 一

生 旦亘旦巡、
‘ 万 ‘

一 】

。‘ 一 入

六
’

誓
‘ · ,六

以上 , 幻为 截面处墙体总剪力 对于双肢剪力墙式 只有一项



, 年

去 、 ,

令

了瓦 约

。 称为双肢墙的特征值

当墙肢长度
, , ,

⋯ 姚
,

峨 ⋯
, 时

,

称这类剪力墙为

均匀剪力墙 这是剪力墙常见的基本形式 本文着重讨论这种形式的剪力墙
,

以期推广

至日其他形式的剪力墙

二
、

连梁剪应力函数 叹 的选择

设连梁剪应力函数 ‘ 幻 为

十
一 · , 一 ,

卜 丝土里
二 十

杏 夸

刃

冲一伴 稀 。

万 毛 杏

一
, , ,

⋯
, ,

式中
‘、 ‘

为待定常数 夸 为连梁剪应力最大值发生位置 经光弹性试验和大量有限

元算例证实
,

对于一般剪力墙
,

各孔列连梁剪应力沿高度最大值基本上发生在接近同一截

面 、 一杏 处
,

查有如下关系式

“一
万

价

分不
该

其中
、

夸‘ 表示由第 孔列相邻两墙肢组成的双肢墙的特征值及剪应力最大值 发 生 位

置 显然
,

对于均匀剪力墙
,

夸即为由墙肢 和 组成的双肢墙的剪应力最大值位置

按熟知的 双肢墙的计算方法 〔 ,

可求得 互为 。 的函数
,

如侧向均载情况
,

。 、 , 。 一“

— — —

——住 一 邝 一卜

于是 夸可由 。 算得或制成图表供查周 对双肢墙
, 几述关系亦可方便地直接求解式 及

边界条件式
、

得到

式 冲
一 了

。 一

式 是大量有限元算例的统计结果 。 约定 簇 。 簇

式 满足 二 一 。处的边界条件和 二 二 夸处剪应力最大值条件

试 夸 一

‘ 一 。 〔〕

近似地满足 处的边界条件

二

数值计算结果表明式 是能够相当满意地逼近真实的 ‘ 幻

木文的有限元法系指带刚臂的杆系有限元法 刚臂长度按武藤清取法
‘

当连梁高度相对于墙肢宽度较人

时
,

刚臂取至洞 口
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三
、

常 数 的 确 定

常数
‘ ‘ , , ,

⋯
, 。 是开有 。 排孔列剪力墙中最重要的数值

,

用 萝 代

人式 可得
、七 。、 ,

杏 了
,

杏、
, , ,

“ 一 月
一

丁 、 一 —
‘

—
, ‘ , , 一 , ,’

因此
, 、表示了第 孔列连梁剪应力的最大值

,

在工程设计中这是一个控制数值 并且
,

从
, 还可以近似地求得

‘ ,

从而确定 ‘ 劝 曲线
,

也就是仅需
‘ , , ,

⋯
,

便

可求得全部内力 本文用加权残数法中的最小二乘法来确定
‘ ,

由于式 的边界条件

得到满足
,

因此本文属于内部类型问题

连续型最小二乘法
把式 代入基本微分方程式 得到关于脚标为 的残数

‘ 一
‘

一 叉 西 , , ‘。 二 ‘一 , , ,

⋯
, ,

把上式对全体 ‘取和有

, 一 艺 于

令

碑

卜 二
,、 ’“·

式中的积分限是按式 能够最好地逼近真实曲线来确定的

后得

把式 代人式 展开

、 色 鱼 吧 十 五
了 “ 百

,

沮 月 汰

又 丁 “
百

,

百 凡

毕尹矽七 两 刃 十 甲 牙
凡 , 弓

上式中
、 、 。

是 ” 维列向量
,

相应的元素为 ‘、 、、 ‘。 , , ,

⋯
,

为 刀 火

。 阶方阵
,

其元素为 乡‘, , , ,

⋯
, , , , , ,

⋯
,

。

由 的极小值条件

口乙 口

口乙 口

可以建立关于 、、 ‘ 万 , , ,

⋯
,

的 的线性方程组 对于式 进一步研究后发

现
‘

的系数一般比相应的 ‘ 的系数小 而 价
‘ 一

, , , ,

二 ,

砂 一般大于 , ,

多

数大于
,

越小
,

这个比值越大至几十 于是
,

从式 中忽略含有 的项
,

只存下含

的项
,

即分离了 和 计算结果表明
,

这样做是完全可以的 经此简化处理
,

式

变为
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旦二 巴
、

口 ‘

、刃 见
,‘ ‘, , , 。、

。”

艺
, , ‘,

。 尸 , ‘。 “ , 。 ,

艺
,。 ,‘

’ , 招

式 和 中

均载

倒三角载
,

顶点密度为 如

顶点集中载

、

。树从
‘,

一一

斗一
一 矛

‘

, 、
刀 夸

一 下 呢一又 十切 下 一 一一 于一
‘

刀‘ 「 ”

歹
,

了
丫十曦 十 “ 万一不厂 ”

”

十 倒
矛 红土立 上 十 杏生 互生

,

立工土卫
。 二

— — ,

—
止 二布 一 。 ‘ , ,

‘ 斗互 今 匕雪
‘

』生不
。 ,

百又厂‘ 月一互刁 心一

。

刽
一 ‘ 十 物 ‘ 十

俏
一

扣跳 均载

了 飞一 戈‘ 十 列 ”十 ”
‘

杏 、一 穷
·

” 倒三角载
‘ 礴一

普‘一 ‘ “ ”十 刀”‘少
。一

顶点集中载

工卜」

,上一,︸了、、
、

刀

。

丁「犷 工土里 、 矿 「夕飞
廷上业 。 二

一 ‘ 二了 , 乙 二 只 ‘ ,

雪 艺雪」 乙雪

护 臼土夕乏
行

、

夸
‘

刀

不夕”
’

十一 而百一 ”
’

一灭

溉 均 ”

一

倒三角载

室 包 十 占 乃

—
, 门尸

歹

刀‘
卜

“

夸
顶点集中载

上面诸式中 一 委 式 中的 ,
、

。
月

夸一幻

、

凡, 、
又

、

又
、

又
、 二 ,

和 二 为 萝及 的函数
,

因在

式 中不出现
,

这里就不再列出详式 式 是关于 ‘ 的 ,
元一次方程组

,

形式规

则
,

能方便地布列出来 当墙体具有对称轴时
,

未知数还可以减少一半 只要借助于可以

进行连乘的一般简易计算器
,

即可方便地解得
‘ ‘ , , ,

⋯
, , 通过算例证明式

具有足够的精确性

离散型最小二乘法

对于边界条件已满足的内部类型问题
,

可以在域 中选择若千个分离点 二 , , , ,

,

⋯
, ,

以 “ , ,

代人微分方程 一 这里 指 的维数
,

逐有相应点的

残数 凡
, , , 一 砰 , “ 。 。 , 二 , 一 ,

尸
,

为相应的加权数 记成矩阵形式

一 斗
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其中 为 的系数矩阵 二 火 。 阶
, , 。 , 了 尺 , , ,

⋯
, , , , 砰

‘ , , ,

⋯
, ,

初
,

运用最小二乘法可得待定常数 的下面关系式‘ ,

式 为 , 元线性方程组
,

解之即得待定常数
,

其均方差为

式
、

避免了求导
,

使用起来甚为方便

对于开有 。 排孔列的剪力墙
,

只要沿高度取若干个点
, , ,

⋯
, ,

代人

基本微分方程 通过式
,

按式 算得相应的 和
,

再按式 即获解 离散点的

个数 取得越多
,

误差越小

四
、

常 数 的 确 定

常数 ’一
, , ,

⋯
,

的 在工程设计中是一个次要的常数 它可以在解出 ‘后
,

通过式 求得
,

或通过式 与 ‘
一起求得 考虑到

‘

值相对于
‘
小得多

, ‘
的误

差将引起 ‘ 大的畸变
,

因此本文采用近似方法

以 , ‘表示第 孔列前的墙肢对整个墙体形心轴的静矩
,

令 , 。

、
,

显然第 孔列

是最近形心轴处 试验和大量有限元算例表明孔列数 ” 对第 “ 孔烈的
,

夸 ‘ ,
·

比值影响很小
,

令
甲 。

夸 了 ,
·

甲 可由双肢墙的相应值决定
,

已有图表可查即 令 , ,

结合边界条件
,

解基本微分

方程 亦可得此关系式 由此按式 不难推得

”一 斌二劲
,

币。 一 卜共
,

钊卜 匀 一 婴 卜 竺、 干, 一 。一

巡尸之

甲又 夕 艺 , 斗 雪 」 ,

币。
可制成图表供查 对于均匀剪力墙

,

第

和大量算例表明有如下近似关系

孔列连梁剪力值与第 孔列的相应值
,

经试验

『‘, 沼月

了 , 月

, ‘ , ,

妻
” 一了一 一

人 了‘ 了。 肠 、
, 尸

, , ,

⋯
,

式 反映了墙体的整体作用
,

于是由式
、

可推得
,

币萝 ‘

, 卜 导鲜竺 一 奖 一 共、 卜
。一

哗竿也
’ 一

, , ,

⋯
,

月月 ‘ 乙 斗 ,

五
、

内 力 和 位 移

汉‘、
刀‘ , , ,

⋯
, , 求出后

,

按式 即求得 ‘ 二 ,

于是剪力墙为静定的
,

诸

连梁和墙肢内力即可获得 关于位移
,

注意到挠曲线关系式
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艺 ‘ ,
‘ ’

、 一 艺 。, , 二

为外力对 二 截面的总弯矩
,

并按 二

嘴

尸二二下
目

万乙

式中

处的支座嵌固条件
,

便可推得剪力墙挠曲线

少。 一 少 艺 。‘才‘ 一 价 艺 。‘刀‘

六
, ‘

一 ‘”’ ”” 均载

臀份
一

哥
十

劫
金扮

一

劲

倒三角载

顶点集中载

、
中 一 气 一 芍二 刀 一

斗互

夸

夸

护一左兰
占

丫一

少 一 卜 。卜台
田 ‘ , 子 《 刀 簇 互

梦 「

万 了 万
仍 一

暮 餐
仍 。

子
一

子
粤 丢丫

。 、 。 一 。 , 一 粤 。 , 。一‘ ’‘, , 。 价
艺 健 ‘ 乙

杏毛 刀 成

上面各式中 。

一
· , , 一 。一 , 一

、 , 一 一“
,

当

、 价。、

价
、

价 均可制成图表

, ,

即得顶点位移

结 论

按本文推导得到的式 求得的 具有足够的精确度
,

全部内力只需求出 后即

可获得 式 未知量少
,

只有 , 个 孔列数 在求解中充分利用了关于双肢墙的已有

图表 由式 所描述的 , 幻 十分逼近于真实曲线 这些方面都说明了加权残数法解

决实际问题的能力 计算结果表明
,

加权残数法的精度与有限元法十分接近
,

但是它能计

算出误差
,

这是有限元法所不及的 离散型加权残数法在解决问题时具有很大的适应性
,

又便于程序设计
,

很有发展前途 文献 甚至认为加权残数法“开辟了前所未有的前

互 刀
‘

幻又
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