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扭转圆柱体放射状内裂缝的应力强度因子

北京大学 郭仲衡

文献【 用正弦级数解和 积分解的迭加方法讨论过有外裂缝的圆柱体扭转 本

文讨论有放射状内裂缝的圆柱体扭转
,

用正交变换将 对 , 扇形区域变为半圆后
,

用迭加

方法通过依次解三节积分方程和 核奇性积分方程
,

把问题归结为连续核第 二 类

积分方程
,

从而使问题在数学上得到解决 给出了抗扭刚度和应力强度因子的

表达式
扭转问题的弹性力学关系式 在 二 轴平行于柱体轴线的圆柱坐标系

若用翘曲函数 甲 , ,

则不为零的位移分量 “ 。 , “ 和应力分量 心
,

几

分别是

, ,

里
,

以及抗扭刚度

。 , “ 甲 ,

环 了 甲 一 、 口甲
“口 一

一

—、一二二 , , 夕, 口 盯 一 切朴不万一

护 口口 犷

一 丝 一 亚 十 八、
“拼 口

其中 是扭率
, 拼是剪切模量

,

是扭矩 翘曲函数在柱体截面区域 口 内是调和函数
,

在

边界 上满足
,

这里 , 是边界 弧长参量
,

其即一一亚加

正向使区域 口在左边
, , 代表外法向

,

问题的提法和正交变换 讨论半径为 的 圆 柱体
,

裂问内有等分的 , 个相同的贯穿性径向放射状裂缝如图

缝端点到圆心的距离分别为

题归结为调和函数 甲在 , ,

。 ,

根据截面的对称性
,

扇形区域 成 犷 ,

攫

, , 的混合边值问题 若在 犷 一 。附近要求 甲 ,

粤
,

粤
口 尹

具有阶 。 ,

则在圆心的物理条件 “ “ 和 ’
, ,

几
,

有界 ” 可得满足 此外
,

在边界

上 甲还应满足
甲 , , 尹

甲 犷 ,

刁
, 犷 ‘ 或 犷

。甲 厂 。 。

、
,

,
二‘ 一 犷

— 劝二二 一 犷二 ‘ 、 《 从 口

口

豁
‘, “ , 一 。,

口 刁 ,
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进行正交变换 尸
, 。 沁

,

并记 。” ,

夕
, 尸 ,

将 二 扇形区域变为上

半圆 镇 《
,

毛。攫动 对于新变量
,

翘曲函数记为 甲 , 。 帆
, , 。 ,

它在上半圆内仍是调和函数
,

在边界上满足
甲 , , 丹

甲 , ,

旦过 ‘ 、

日

鱼全
口

,

或
。丢

, 。 ”

一 一 找 一 , 欢 、 找 吸
、

, ,

日 叮

在 尺 附近
, 甲 ,

。甲 。。 , 尺 。甲 尺 应有阶 。 尺万

问题的三节积分方程 今后将应用 变换
,

现以 甲 , 。 及其 变换
中 , , 。 为例说明符号

, · ‘ , 。 一 , , · ,
” ‘ 〕一 《, · ,

” 一

甲 ’ “
,

” , 一 叭一‘ , ‘ ‘ , ” , , 一
蠢

, · ‘ , “ 一、

其中 。 满足

一 。 ‘

考虑满足 及 附近条件的调和函数

甲 尺 ,

。 一 艺 , 尺‘ 、 左。 叭一‘

考 ,

万豁令
滋 ‘。

‘、任内‘﹄

飞、,

其中 砂是待定数列
, 毋 , 是复参量

叭一‘ 梦
,

叭一 , 。 , 二 梦

其中

的待定函数 使 变为

或

生 尺异一 , 及 ,

才

艺 友 一 及

而 则变为

艺 扭
左 袒 叭一‘

黑
‘ 。

日 汀

根据 级数展开定理
, , 可用 毋 , 表达

二 二

一
,

汽 乏 一 乙 入毋
‘

一 左 ,。‘ 、 , , 二

一丁一一一不 丫 亏‘ 戈气 一夕 一 尺
‘

, ,

⋯

代人
,

得

办 , 一 号郭群卿一

青
梦 “

于是问题归结为从三节积分方程 求 少 ,

第二类 】 积分方程 为解积分方程
,

以 〔 为启发
,

令 毋 的
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逆变换 价 为

, 一 ’

〔梦 “ ’一 必 “ , 一

侃 笑飞
“ 的

其中 汉 是在
,

并满足附加条件

‘ ’‘

的新的待定函数 从而有

梦 , , 一 叭 。 ‘
, 一 ‘ “

,

“
乡

考虑到 及

兀 斗

,

了
‘ 一 “ 一 , , 了 , 一 冬 , 贵 一

应用 变换的卷积定理 〔 ,

叭一‘
〔“ “ , 一 了。

影粤
面

其中 日 叭 杏 , ,

并作为 曰 依次取 , 和 , ,

容易验证

而 变为

自然满足
,

生 “

叮 夕刁

, 釜一‘

一
一 —一

、

—一

一 , , 斗

暂把右端作为已知
,

解
,

并考虑到
,

型积分的反演理论 〔 解方程 取两端为无界 可积 的用得

, 一 一不一盛一一
丁

叼 刀 一 ,

一 左

了而二而石二 五 二十

粤 介

影
一‘

小
“

斗

了 一

饮一 一人一
‘乙

一
‘

, ‘ 一 ‘

, 普
“ ‘

上
‘’ 返一

一

二 一‘。 一 反
,

一
一︸

代入
,

得

沁 一 兰 交马
“ , 一 二土

只 , ,

一月
“

票毕粤
汀 庵舀玉 乙 ’

一

犷 一 丫 兀 八 ‘ 一 找

令 ‘ 一 二

丫改歹二万灭丁三巧
, ,

并将 代人 、 ,

得

‘ 才
,

一丁于三士 乡于三三下于召找

侧 一 仁 一

, , 。

其中

《 , 斌而 一 二 行 二 劝 六 生 卜一

兀

丫 分 一 , 一 巧
一 , 一 一

斗一扩
一一

是 函数 积分的 主值仍用通常积分符号表示
,

并应注意
·
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, 、

〔
、肠 一 一牡

丫佃 二 石 二乃 丢一

—

—
‘ 份 ‘

公 —

不难证明
, ,

在 攫
,

毛 和
,

在 【才 ,

】均为连续函数 考虑到进行

变量代换 十 一 召 时
,

在 的积分中有
、天 了 刀 一 尺 及 一 才 一 一布

事情就变得很明显
,

是具有连续解 , 的第二类 积分方程 对于 , ,

,

自由项
, ,, 可以直接积分得

, 二 一 才 刁 一
, 。 ,

, 二 刀 一 斗 , 才 。 〔
, 刀 斗

抗扭刚度和应力强度因子 将抗扭刚度分成两部分 。 十
,

其中

。 ,月 口 一 二尸

门

一 。

豁 一
·

芡
, · ,

多犷犷

、、、,尹

将

, · ,

勃一 , · 、 , 二

卜 , 一

卜
一

、

或

。 “ ,

刀
厂‘、

尺产‘

,一瓜

一一

代人
,

得

呈
” 尺

”

了 刀 一 天 尺 一 左
弓

广吸、曰

根据
,

在 一 二 , , 、 , 乡 。

甲 了 二 、 口甲 乃

二一 了 气 , ,

— — 刀

一
、 吏、 ,

汀 ,

夕
一

口日

在裂缝前沿的无界部分寓于

。 尺 , 叭一‘
〔 , , 梦 , 及

将 代人 力 的第二项
。

得

二一‘ , 二 , , 、 一 星 丝旦些
汀 一

汀
一二些二兰二卫工
丫而二面石万而

”

必亘三三亚三巫
才 一 公

声
一‘

风
一

—
’

了 一一了 」

将
,

代人 , 及 , ,

交换积分次序
,

得

亚
,

’

一 卫星 一 一旦里 互卫二 旦
一

‘ 丫刃云二两两二而
, , 口

其中

对于 刀 ,

口 这亘三 ⋯二亘三互立业迪
“
一 ,

丫币犷万灰牙二万
弓

, , , ,

可直接积分得
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,

王 一 刁 左 一 尺 ,

一 二 才 一 尺 尺丫 刀 一 及 才 一 天

,
, , 一 专

“ 一 , , 一 合
二 · ‘ 一 , 丫 一 , 一 ,

弓

由 和
,

得 口 ,

点的应力强度因子
, 。

丫 一 一普
。

一

号丫藉恶
〔· ,

, ·

卜 。 、 ,

,

概丫 一 一 登
, ,

一箫丫藉宪
。 。 , ·

卜 。

、

耳拜 ‘一 、
,

。
, ,

一
” 、

厚二 ‘一 、 。
,

丁 一 双 刀 夕 月 灯 一 了

一、、了

‘ , 一 令
。 ” , 一 专

丫寡毛平

摆缥

汉

斌丈云二
, , 一

丫 。 一 ‘ , 一 左

一一几形

﹄

扭倩

丫丫中于‘‘‘

其对

,

, ,

我们有
二 一

,

, 二 一
,

,

一二 一 才 泌 兮 , 弓

,

一 , 一 搜 斗 弓

从 斗,

可以看出
,

只要从 解出
,

就可求得抗扭刚度和应力强度因子
。

至

此
,

从数学分析的角度
,

问题已得到全部解决 对于具体的 。 , 口 , , ,

要取得数值结果
,

和一般的第二类 积分方程一样
,

是需要进行数值计算的
,

但这已纯属计算问题
,

这里就不涉及了
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