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偏操纵面机翼的定常亚声速核函数配置法
’

南京航空学院 陈劲松

提要 本文分析了偏操纵面机翼的定常亚声速升力分布函数的形式
,

讨论了线性积分方

程核奇性和升力分布函数奇性的处理方法
,

最后给出了积分方程的数值解 本文方法可用 于

计算单独的和偏有部分或全翼展前后缘操纵面的机翼的升力分布
,

数值结果与实验数据符合

得很好
,

与其他理论值有相同的精确度 与格网法相比
,

本法所需的计算机存贮量小
,

节省时

间
,

可在小型计算机上完成数值计算

一
、

前 言

目前对升力面线性积分方程进行数值解法有格网法和核函数法两大类 格网法 , ’的

优点在于不需事先假定升力分布函数的型式
,

因此在原则上对偏有操纵面问题的计算不

存在困难
,

但要得到一定的计算精度
,

网格的数 目要比较多
,

这样确定影响系数的线性代

数方程组的阶次较高 核函数法的优点在于配置点的数 目可以很少
,

因此求解待定系数

的方程组阶次较低 但是它的困难在于事先必须选择好与边界条件和边缘条件相一致的

升力分布函数 文 利用渐近展开法研究了操纵面作谐振时
,

对其前后缘和隅角处的压

力振幅特性
,

给出了“ 操纵面升力分布型式 ” ,

从而使利用核函数法求解操纵面问题成 为

可能

利用核函数法解操纵面问题有两种不同的处理方法 其中之一是将渐近展开法得到

的操纵面升力分布直接代入积分方程
,

求得由此分布在翼面 包括操纵面 的配置点处所

诱导的下洗速度 将此配置点处的实际下洗速度减去此诱导速度后
,

获得当量下洗速度

这样就可将偏操纵面的翼面仍看作不偏的
,

利用核函数法求解满足此当量下洗速度的升

力分布 将此分布与上述操纵面升力分布相叠加
,

就获得 由于操纵面作谐振的升力分布

这样的方法称为当量下洗速度核函数配置法‘一 ,

对当量下洗速度核函数配置法
,

为获得稳定解
,

配置点数 目要求较多
、

另外要选择一

个操纵面升力分布的展向因子
,

使它满足平面形边缘条件而又能使展向载荷的二阶导数

连续也比较困难 在本工作于 年 月完成后不久
,

看到文 〔 在这一方面作了些工

作
,

一些问题得到了解决
,

但数值积分时要将积分域分成许多小区域
,

还不能象操纵面核

函数法那样采用较少的配置点和积分点的技巧 因此本文采用操纵面核函数配置法来确

定偏有操纵面的升力分布 限于篇幅
,

本文仅给出定常流的结果

二
、

基 本 方 程

定常亚声速升力面理论的基本方程为

年 月 日收到
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, 、 ‘ , 、 、 , , ,, , , 、 , ,

即又 , 夕 下一二尸 厂气 , 刃 入 气 一
,

一 刀 , 、夕 雪 刀
斗 。介 ,

式中 却 为翼面上的下洗分布函数 和 二 为来流密度和速度

一 杏

△ 为翼面上升力分布函

数
,

为一待定量
夕一 刃

一 丫 一 氮
丫

二 一 夸 , 夕, , 一 ,
为核函 数 , 为十

来流马赫数
,

口

根据图
,

将方程 进行坐标变换
,

最后利用两翼稍处 △ 为零的条件
,

得

牙
,

力
一 生

’

立不
‘

一 刃 一

二 。‘ , 、 , 牙一 舀 ,

日 , 叮 一二厂一 , 刀
一 」 一

、 、

内
豺

一,

一 刀

式中 附 一 二 。 二留 、
,

刃
,

一 丫 、一 雪 , 尸 歹一 动
, ,

以上无量纲坐标分别为

三 ,

见 占
, 勺

丢 , 艺 彗
,

夕

一

娜
,

檬
一 气六钾

熟命
,

淤 气器业
,

橄

夕

夕

狡狡狡

变换平面

丰
乡

泞
。

卫

图 机翼的物理平面和变换平面

其他符号意义见图

为获得足够准确的收敛解和压缩所需机器的存贮量
,

缩短计算时间
,

在求解积分方程

之前
,

必须首先选择适 当的升力分布函数
,

寻找下洗点和积分点的最佳位置
,

使用稳定

的和有效的数 值积分技术

三
、

升力分布函数形式的选择

根据线化理论
,

升力分布可分解为两部分 偏角为零时由迎角产生的正 规部分 配
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和迎角为零时由偏角产生的附加部分 △ 、 ,

即

△尸 占
, 刀 一 留 杏

, 刀 十 △尸 畜
, 刃

函数 △ 在翼面上要求为连续的 在机翼的前缘处应具有反平方根奇性 在后缘处

要满足库塔一儒可夫斯基条件 在左右侧缘以平方根方式趋于零 因此 △凡 的弦向可选

用薄翼型的精确解的前几项
,

展向采用细长机翼椭圆分布解 ,

鳞
, 、 一 华冬

。

丫了不万 。 ,

一 纸川
丫惠十

, 一 杏, , ,

刃 一 互
‘左弃 ⋯

式中
。。

卫
, 〕 。 。 , 卫

。

卫 ⋯
, , ,

⋯
,

为升力分布函数的弦向项数 目 。 动 为第二类切比雪夫多项式 。

十 为展向项数 目 。 , 。 为待定系数
,

由满足边界条件的要求确定之

不难看出 △尸 确实有正确的边缘性质

偏操纵面 转轴在其前缘 的零迎角薄翼型的附加升力分布为『, ,

△ 畜 △ 、

夸 △ 舀

, , 二
‘ ,

从式

「 一 转 了不万了丁二万 不落
,

—
十 飞 ,丁一下 一二

‘

互
’ 互一 考 ‘ ’ 十 考 一 」

式中 △ 、
称为操纵面升力分布函数

,

它与对数项成正比 △ 、
称 为正规的升力分布函数

类似地
,

偏操纵面零迎角机翼的附加升力分布函数亦由两部分组成
,

△ 的型式与式

相似
, 庄尸‘ 、

系根据文 〔 提供的型式结合上述翼型的对数项的解可表为〔

△子, , 刀 一 华导
。

丫 一 。

又刀少 一

卫 宕工 卫 雪 ⋯ 甲 彗
,

卫

式中

甲 舀
, 刀 等 少二竺些竺兰竺竺二红些匕圣

台
“

‘

又彗一 查
。 ‘ 石集

’“ 一 万 。

“ 一
仁

夕
, 刃 一 刃】

一夕, 刀

刃
,

一 刀 , 刃

。 刃 。 一

卜 , 、 ,
了

综合上述
,

偏操纵面零迎角机翼的附加升力分布函数为

山飞 ‘ 杏
, 刃

一 圳导 了 , 一 , 。
。

又刃

刃 刃 夸 ⋯ 甲 、 杏
, 叮

一 氦 。

了 刁 亨工
一石 ,

一 人

了 卫 一 雪
, ,八 , 、 。 夕 一 百

, ,‘,

参 ⋯

图 机翼土操纵面示意图

式 至 中
,

为右半翼上同时偏的操纵面

个数 氛
。 ,

小
,

和 小
,

的意义见图 所示 了 为

△尸‘ 、
的弦向项数 目 对于同时偏转前后缘操纵

面的情况
, ,

否则 △尸 的弦向

项至少取两项 由式 不难验证 △ 、

具有文

所指出的在机翼前后缘为零
,

在操纵面侧缘为

有限值
,

在操纵面前缘有对数奇性
,

在操纵面外的
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翼面上为连续的性质

四
、

下洗点
、

积分点的最佳位置及数值积分技术

可以证明
,

要使低速薄翼型的升力和机翼的总升力的近似值分别与各 自的精确值的

误差最小
,

弦向下洗点和展向下洗弦应分别为〔,

、尸、尹内乙︸
了、
‘了‘、

劝,,刀,,一一一︸
二

一一一断

、一‘丈
’

尹

一一

式中 为每弦下洗点数 目 ’为右半翼上下洗弦数 目 根据不同的翼面形状和 二 ,

可

按文 〔 获得 ’ 的最佳比值

由式 和 所示的函数形式
,

要使式 的弦向数值积分的精确度最高
,

可采用以

了 一 杏 十 夸 为权的
一

求积公式

。

只
, , 一 、 ,

一
丫了燕

‘又雪’“ 三 七 艺
,

雪
,

式中 为每弦积分点数 目 积分点和权系数分别为
、、,

﹁

、
‘了一 兀 , 一 ‘ , ’

,
兀

了 十

一 夸
,

如果 约 为阶次不高于 一 次的多项式
,

则式 为精确值

将式 或式 代人式
,

得到展向积分的一般式
, 、 、

「
‘ ,

八一一一丁。 , 、

戈翌夕一 下了一 一 犷 。又 , 刀

—
刃

少一 刃 一 一 刃

艺,

叹 是式 的弦向积分部分
,

假定它是 卫的解析函数 由于不能对式 直接进行

数值积分
,

故先将 卫
,

妇展成台劳级数
,

然后进行分部积分可得

户 、 一 艺 从
一 ‘ 仁 卫

,

卫
,

一 卫
,

卫

夕 一 刀 ,

一 夕 ,

夕 , 夕

一 毕

二 艺, 艺 。

式中 、 为全翼的积分弦数 目 ,
‘

和 拭 分别为以 丫
一

万了为权的
一

求积

公式 〔 的积分点和权系数
、卜

」、少了 , 一 、
刃,

一 一 吮二厂
一 二 弋了 , 乙 , ‘

”
一 百

月
, ,

以下将证明适当地配置下洗弦和积分弦之间的位置
,

可使式 。 大为简化

由于上述积分弦的位置 刃, ,

一
, 刃 系 刀 的零点

,

故

一 “一 ,

一
,

。
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作式 的对数导数
,

得

以 以妇 一 艺
一

一 一
, 二 刃 一 刃

如果令 ’
,

即以 艺
,

作为 几 卫 的零点
,

则 卫
,

与 艺
,

互成交叉关系
,

并且由式

丈 有

小
乙

“

—艺
,

一 刀
‘

一 刀

芝

, 卫
,

卫
,

尸

一
, 。

艺﹃允一
一

因此
,

式 。 简化成

艺
,

勺

二 夕 , 夕,

凡

生 又
二左

一 示
夕,

一 刃‘ ,

以下将证明式 的方括号部分等于 将式 的变量 刃 换成
,

然后求导数
,

得

全丁一二二

一 戈艺一 争厂
丢卫 艺 ’ 一 妥

’

艺 艺

根据切比雪夫多项式的性质有

一 卫,

式
‘

艺 一 艺 又艺 , 艺 一

故从式 和 以及 艺 为 县卫 的零点可得

一 刀,

一 夕子一臼艺﹃

由于 一 犷 一 一 多 十 乡 艺
,

一 卫
,

一 恤 一 叹
, , ,

因此

艺
‘ 二 气

一 刃

,

一 刀
一 一 艺 卫

,

一 互
,

小
十 艺乡 之勺

—
一 见 , “

二 一 刃, ,

由式
,

和 最后可证得式 方括号部分为 所以数值积分公式

最终简化成 〔‘。,

,

一 ’

冬。了不丁
。

, ,

止匕 电
, 一‘

卫 卫一 互

, 石 一 刃 夕厂 , 刀

幻 一叮 夕 ,

—
十 。气卫

,, ,

占 二二三 又
,

一 刃, ‘

如果 卫
,

妇 为 叮的 一 次或较低次多项式
,

则方程 为精确值

五
、

积分方程的积分计算及其解

迎角 尹
,

偏角 占 情况 将升力分布函数式 代人积分方程
,

并使用

式 得
。 牙 石 、 ,

右 一 水 ,
, , 刃,

,

,

一丫长尹孟 一 丁 乙 一 万一一 —下一
一 十 汀。。叭乡

,

艺刁
任 口 岛 。 , 二 ‘芝

,

一 全厂

又

式中
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。 、 、

「
‘ , ‘ , 、 , 、

牙一 引
扮

左火 , , 一 甲人 , , 产 , 一二丫一 “
一 一 一 一 一 尺 」

价 参
,

竺、一 〔
。 互 、 卫 歹 叮 参 参 二

式 的被积函数沿着 刃 歹在 占 三 处有一突跃 为此将式 改写成
。· ,

卜 兰
,

。·

、
,

卜 价·

,
,

币·

。
,

小 布互

十 全二 互

可 见
,

式 的第一个积分的被积函数已消除奇性
,

可用求积公式 求值 后一个被积

以数仍存在着突跃
,

解析积分也有困难
,

为此将解析函数 衡 参
,

户 展成台劳级数

饥 雪
,

卫 人 , ,

卫 十 参一 价泌 么艺 十 ⋯ 仁 。

同时由式 。 和图 可证得

若一 若 一 〔
。 去物 占一 牙 。

肠 〔牙一 占, 。 刀 一 多

将式 和 代入式
,

它的第二个积分就可用解析积分
,

如果仅取级数的头两项
,

经整理积分结果为

卫
,

互
·

一
笼

了 十
艺

一

、。

一 参
, 。, ‘一 互

·

, 十

圣试

牙
,

一 易
, 艺 币、。 , ‘ ,

必 , ‘ , ,

歹
,

,

式中

中 多 ,

户 一 。 芝 、, 艺 多
⋯

币
, 匹 , 夕 口

不丁一 中尺。气若 , 芝少

小 。 牙 ,

歹
, 一

、 一

了。 牙 歹
,

种一
兀 玄

, 一 。, 卜 呈二互
一

不
尺

功 牙
,

歹
,

。 牙一 占,‘ 刀

去 刀

一 。 。 、
, , 。

。 ,, , 一 、 二

个 丁二一二 、门 八 , , 刃夕一

—戈刃夕‘ 十
艺 一 “, “ ’ 牙一 ‘,

卜赞
, ,

刀 。 牙 ,

歹
, 叮 一 ,

踌称‘「牙一“
·

,
’ “

’

歹一 ” ”
’“ 一 仁‘

,

一‘ ’ “’ 歹一 ” ”“‘
, ,

从 牙
,

歹
,

动 一
右 刃

牙一 畜,。 , 一 占
‘。

一 牙 , 牙一 省,。 牙一 杏,亡 ,

夕
,

夕一 刀 , ’‘,

夸
, 。

一 牙 馆
, 。

一 牙 , 夕,
夕一 叮 , ’ , 一 口, 歹一 刃 ,

。 工组二直
竺

兰土丝见一 幻 ’ , 牙一 安,。

“
, 。

一 刃 , 夕,

歹一 刃 , ’ ,

一 互
‘,

一 牙

“ 卫,

一 誓笃
· ,

“ 夕

门汁曰
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将式 和 代人式
,

得 护
, 占 的下洗分布表达式为

丛亚七必 一
二卫宜 女女丝二业

户 二 仁 夕周 汀
。

一卫
, ,

。 互
,

一 参, 。 叹
、

一 查 ⋯
牙、 一 占 二

石
一 万 二二二 一二一 二二

一
二 一二

一一
二

十

—
户 月

斌 牙, 一 舀
, ,

夕,

歹
,

一 刀, , 」

蔺
。 艺

,

一 参, 艺
,

一 雪 ⋯
「

‘ ,

劣 一 舀
, 二

启 一 咐
十

—
一 一 夕

—
劣 , 一 参,

忿 』
,

一 卫
· ,

梦‘ , ,
艺

,

卫
,

二 梦 多 , , 卫
, , 艺

,

上式中最后两项是消除被积函数突跃中出现的修正项
,

其中

毋。 , ,

, 一 艺 币 , , ·

中。 , 牙,

歹
,

。

,

护 的情况 联立式
、

和 得

牙。 牙 ,

夕
,

知 乙

一 二 女丝二夔全述竺丝

洲 卫
,

一 少 ,

二 艺
· ,

艺
, 一

式中
艺

,

夕 , ,

刀 二 乏
,

卫

一 上
, 。

, , , 。, ⋯ 】, 二 。
,

卜宁
了。

一
了·

卜 一 。卜
二 门

晨卜宁
。

式 与式 相似
,

积分结果为
。一

,

卜击客
。了·

卜 。, , ,

一 , ‘ 一 。, ⋯

应二直逆

· 艺 价 , ‘ ,

价 , 牙, ,

歹
, 。

式 。 的被积函数除了在 刃 歹
,

含 牙 处存在着突跃外
,

在操纵面前缘处还有对

数奇性 消除前者的方法如前一小节所述 对于对数奇性
,

使用上述消除突跃的类似方

法消除之 为了使从奇性转换到非奇性积分的修正项沿展向一致起见
,

对非奇性的展向

部分也进行修正 经过这样的处理后
,

式 。 的最后结果为

‘ , ,

左 岁牛 又
十 丁荀

卫 一 雪
, 卫 一 岁 ⋯

若, 、,

戈丁百 甲“万

查, ,

“ 十
牙, 一 易

梦‘ 、 多‘ ,

艺
,

卫

式中

毋 、 , , 卫
,

卫 艺 币 , , 价 , 牙,

歹
,

。
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。
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」

— 互越
,

互二互 ,

币、 , 夸
,, 刃夕

利用式
, ,

和 得到

量
。一 “

,

,

〔‘ 一
, 占 祷 的附加下洗分布表达式

一 一 、 、 夕

上业些旦逻红里卫 一 一 一止二一
‘
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芝
,

艺
,



力 学 年

本 ,
、节中未说明的符号除 。

,

卜 片
里

、
’ ’ 〔。了。

卜 。 , 。 ,

⋯
、 月 《

外
,

其他的与上一小节的完全相同

待定系数 二 的确定 将式 或 斗 写成如下矩阵方程

丁口
、,

、在 月用 亡 飞口 、了 一 兀 、

—多
弓

式中 和
,

和 旦多丝

为列矩阵
日 介

口劣
为在最佳下洗点 多 , ,

卫
,

处的边界条件
,

即物面斜

率 【
。

刀 , 为方阵
,

从方程 或 可得到方阵的每个元素

从方程 解得 。。二 后
,

由式 或 就可求得给定条件下的翼面和操纵面上的升

力分布和其他气动力

六
、

算 例 和 结 语

上述计算方法已编成 一 机程序 计算表明
,

本方法的数值结果与实验数据符合得

很好
,

与其他理论值有相同的精确度 其中一算例如图 所示 在 机上算出此结果

仅需 分钟机器时间

澳二
咨

旅
‘

印

朴
。

实验数据
弓

古 一 一 。

△占 十 ”

今 占 十 “

展弦比一斗

梯形比一 。

理论计算

今〔
,

一
,

二
,

一 了
’

一
,

一本文 ’
, ,

一
。

一
一

右

图

。 。

本文计算值与实验数据及其他理论值的比较 二 , 刀 。

从有限的数值结果表明
,

本文所给出的方法是可靠的 与格网法相比较
,

本方法仅需

少量的下洗点
,

从而大量压缩了所需的机器存贮量
,

节约了时间
,

可以在小型计算机上完

成数值计算
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